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TRAITÉ 

DE 

MÉCANIQUE  GÉNÉRALE. 


QUATRIÈME  PARTIE. 


PREMIÈRE  SECTION. 

DES  MACHINES  CONSIDÉRÉES  AU  POINT  DE  VUE 
DES  TRANSFORMATIONS  DE  MOUVEMENT. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GÉNÉRALITÉS. 


1.  «  Travailler  mécaniquement,  c'est  vaincre  ou  détruire, 
pour  le  besoin  des  arts,  des  résistances  telles  que  la  cohésion, 
la  pesanteur,  l'inertie  de  la  matière,  etc.  Le  travail  mécanique 
ne  suppose  pas  seulement  une  résistance  vaincue  une  fois 
pour  toutes,  mais  une  résistance  constamment  détruite  le 
long  d'un  chemin  parcouru  par  le  point  où  elle  s'exerce  et 
dans  la  direction  propre  de  ce  chemin,  a  (Poncblet,  Intro- 
duction  à  la  Mécanique  industrielle.) 

Supposons  d'abord  que  la  résistance  R  soit  constante  :  il 
est  clair  que  l'ouvrage  produit  ou  le  travail  effectué  sera  pro- 
portionnel au  chemin  parcouru  5;  d'autre  part,  il  sera  d'autant 
plus  grand  que  là  résistance  sera  elle-même  plus  grande,  de 
m.  1 
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sorte  que  Ton  peut  prendre  pour  mesure  du  travail  le  produit 

Si  la  résistance  est  variable,  comme  elle  peut  être  considérée 
comme  constante  pendant  le  parcours  d'un  élément  de  che- 
min ds,  le  travail  correspondant  sera  Rds;  la  somme  des  tra- 
vaux analogues  pour  tous  les  éléments  de  5,  ou  le  travail  total, 
sera 


Sôit  F  Teffort  qui  détruit  à  chaque  instant  la  résistance  R  et 
qui  produit  le  travail  :  on  a  pour  l'équilibre 

Fcos(F,d:y)  =R, 

et  le  travail  ci-dessus  devient 


Ainsi  se  trouvent  justifiées  les  dénominations  de  travail 
élémentaire  et  de  travail  total  d'une  force  F,  que  nous  avons 
adoptées  au  début  de  la  deuxième  Partie  de  cet  Ouvrage  (*). 

La  force  F,  dont  la  composante  F  cos(  F,  ds)  est  dirigée  dans 
le  sens  du  mouvement,  avec  laquelle  elle  fait  un  angle  aigu, 
est  une  force  motrice,  et  son  travail  un  travail  moteur. 

Il  peut  arriver  qu'une  force  variable  puisse  être  alternative- 
ment motrice  ou  résistante;  l'angle  (F,  rf*)  devenant,  dans  ce 
dernier  cas,  plus  grand  que  90  degrés,  le  travail  élémentaire 
correspondant  sera  négatif  ou  résistant. 

Le  travail  total  sera  donc  moteur  ou  résistant,  selon  que  la 
valeur  de  l'intégrale  ci-dessus  sera  positive  ou  négative. 

Nous  rappellerons  que  l'unité  de  travail  adoptée  est  le  kilo- 
grammètre,  dont  nous  avons  donné  la  définition  au  n*»  11  de  la 
deuxième  Partie. 

2.  Une  machine  est  un  assemblage  de  différentes  pièces 
[organes)  dont  les  déplacements  ou  mouvements,  par  suite  de 


(*)  La  composante  normale  ¥sin{T^  ds)  donnera  lieu  à  une  pression  sur  les 
appuis,  qui  déterminera  un  frottement  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper 
actuellement. 
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leur  mode  de  liaison,  dépendent  les  uns  des  autres  suivant 
des  lois  purement  géométriques,  et  qui  ont  pour  objet  de 
transformer  en  travail  mécanique  le  résultat  de  Tactivité  des 
forces  motrices. 

Les  parties  de  la  machine  sur  lesquelles  s'exercent  respec- 
tivement \es  forces  motrices  et  les  résistances  utiles  qu'il  faut 
vaincre  pour  produire  le  travail  portent  les  noms  de  récepteur 
et  d'outil  ou  op^rafe^r.  L'ensemble  des  organes,  ou  le  mé- 
canisme qui  établit  la  dépendance  emre  le  récepteur  et  Toutil, 
est  ce  que  Ton  appelle  la  transmission. 

Dans  le  jeu  d'une  machine  il  se  développe,  entre  le  récep- 
teur et  l'opérateur,  des  résistances  secondaires  ou  passives, 
telles  que  le  frottement,  la  résistance  de  l'air,  etc. 

Le  mouvement  d'un  organe  d'une  machine  est  déterminé 
par  celui  d'un  autre  organe  qui  se  trouve  immédiatement  en 
relation  avec  lui.  Que  les  deux  mouvements  soient  ou  non 
identiques,  il  y  a  en  cela  ce  que  l'on  appelle  transformation 
de  mouvement. 

Il  nous  a  paru  logique  de  faire  précéder  l'étude  des  ma- 
chines, considérées  au  point  de  vue  mécanique,  de  celle  des 
transformations  de  mouvement,  qui  fera  l'objet  de  cette  Sec- 
tion. 

Les  organes  des  machines  n'étant  généralement  animés  que 
de  mouvements  rectilignes  ou  circulaires,  continus  ou  alter- 
natifs, nous  devrions  étudier  dix  transformations  de  mouve- 
ment; mais,  comme  un  certain  nombre  d'entre  elles  ne  sont 
pas  ou  sont  peu  employées,  nous  ne  considérerons  que  les 
principales. 

3.  Des  guides.  —  Les  corps  solides  qui  assujettissent  un 
organe  à  avoir  un  mouvement  géométrique  déterminé  portent 
le  nom  de  guides. 

Avant  de  passer  en  revue  les  .  principaux  guides  employés 
dans  les  machines,  nous  croyons  devoir  définir  quelques 
pièces  qui  entrent  dans  la  constitution  de  plusieurs  de  ces 
guides. 

Fis.  —  Concevons  que  l'on  ait  tracé  une  hélice  sur  un  cy- 
lindre droit  à  base  circulaire,  puis  dans  un  plan  méridien  un 
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contour  extérieur  limité  en  deux  points  A,  B  de  la  génératrice 
correspondante;  que  ce  plan  tourne  autour  de  Taxe  du  cy- 
lindre et  glisse  le  long  de  cet  axe,  de  manière  que  l'un  des 
points  À,  B  se  trouve  constamment  sur  Thélice  :  le  profil  en- 
gendrera le  filet  de  la  vis  considérée  au  point  de  vue  le  plus 
général,  et  dont  le  cylindre  est  le  noyau. 

Dans  les  applications,  le  profil  est  ou  un  rectangle  ou  un 
triangle  généralement  équilatéral. 

Écrou.  —  Le  profil  générateur  du  filet  de  la  vis  déterminera 
dans  une  pièce  prismatique,  dont  les  deux  bases  sont  perpen- 
diculaires à  Taxe  et  dans  laquelle  le  noyau  pénétrerait  nor- 
malement aux  bases,  une  rayure  hélicoïdale  de  même  forme 
que  le  filet.  Cette  pièce,  qui  est  limitée  latéralement  par 
quatre,  cinq  ou  six  pans  égaux,  est  ce  que  Ton  appelle  un 
écrou.  On  voit  que  la  vis  peut  se  déplacer  dans  Técrou  sup- 
posé fixe  en  éprouvant  un  double  mouvement,  l'un  de  trans- 
lation parallèle  à  Taxe,  l'autre  de  rotation  autour  de  cet  axe, 
et  vice  versâ. 

Boulon.  —  Un  boulon  est  une  tige  cylindrique,  presque 
toujours  en  fer,  terminée  normalement,  d'une  part  par  une 
tète  de  forme  carrée,  et  de  l'autre  par  un  pas  de  vis  (  '  ). 

Pour  rendre  solidaires  dçux  ou  plusieurs  pièces  terminées 
par  des.faces  parallèles,  on  pratique  normalement  à  ces  faces 
des  trous  cylindriques  dans  lesquels  on  introduit  des  boulons 
d'un  diamètre  légèrement  inférieur  à  celui  des  trous.  On 
amène  au  contact,  avec  la  face  correspondante,  l'écrou  de 
chaque  boulon,  de  manière  à  obtenir  un  serrage  suffisant  (^). 

Revenons  maintenant  aux  guides. 

Guides  du  mouvement  rectiligne.  —  Dans  ce  mouvement, 


(*)  On  dit  que  la  partie  filetée  d'une  tige  cylindrique  est  taraudée j  du  nom 
de  l'outil,  appelé  taraud,  qui  sert  à  faire  le  filet. 

(*)  On  serre  Técrou  au  moyen  d'une  clefy  levier  terminé  à  une  de  ses  extré- 
mités par  une  sorte  de  fourchette  qui  s'adapte  exactement  sur  au  moins  deux 
pans  de  l'écrou.  On  agit  à  la  main  sur  | l'autre  extrémité  de  la  fourchette, 
pour  faire  tourner  l'écrou  du  plus  grand  arc  de  cercle  compatible  avec  la 
condition  que  l'on  ne  soit  pas  obligé  de  se  déplacer;  puis  on  adapte  la  clef  sur 
un  groupe  suivant  de  pans  de  l'écrou,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  moment  où 
l'écrou  est  serré  à  fond,  c'est-à-dire  où  l'on  ne  peut  plus  le  déplacer. 
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le  gaide  est  généralement  formé  :  ou  de  deux  tiges  prisma- 
tiques A,  A  parallèles  [Jig.  i),  suivant  lesquelles  se  meuvent 


Fig.  I. 

A  A 


deux  œillets  B,  B  de  même  forme,  et  qui  font  corps  avec  l'or- 
gane; 2P  ou  d'une  pièce  appelée  glissière,  dans  laquelle  se 
trouve  ménagée  une  rainure  prismatique  dont  la  section,  légè- 
rement trapézoïdale,  a  sa  petite  base  à  l'extérieur;  dans  celte 
rainure  glisse  à  frottement  doux  une  pièce  de  même  forme 
(patin)  reliée  invariablement  à  l'organe;  3®  ou  enfin  (Jig'2.), 


Fig.  2. 


comme  dans  les  locomotives,  de  deux  barres  A,  A  parallèles 
à  la  direction  du  mouvement,  entre  lesquelles  circule  un 
double  patin  B,  B  qui  les  embrasse  par  les  rebords  dont  il  est 
muni. 

Guides  du  mouvement  de  rotation.  —  Pour  déterminer  un 
mouvement  de  rotation,  on  emploie  une  pièce  cylindrique 
ou  prismatique  (arftre),  ou  dont  la  surface  est  de  révolution. 
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Chacune  des  Jig.  3  et  3  his  représente  Tune  des  extrémités 
d'un  arbre  en  fer;  la  fig,  4  celle  d'un  arbre  en  bois  dont  la 


Fig.  3. 


Fig.  3  his. 


section  est  un  polygone  régulier  (*).  L'arbre  est  terminé  par 
deux  cylindres  A,  A  {tourillons)  de  même  axe  que  lui,  et  dont 
les  diamètres  sont  égaux.  . 

Fig.  4. 


Chaque  tourillon  s'engage  dans  une  pièce  creuse  MM'  {Jig.  5) 
(coussinet)  de  même  forme  ou  d'un  diamètre  légèrement  su- 
périeur; le  coussinet,  formé  de  deux  parties,  la  coquille  infé- 
rieure W  et  la  coquille  supérieure  M,  est  maintenu  dans  une 
pièce  H  appelée  palier ^  dont  la  base  [semelle]  est  boulonnée 
dans  la  fondation.  Le  palier  est  surmonté  d'un  chapeau  L  bou- 
lonné sur  la  semelle,  et  qui  exerce  sur  le  tourillon  la  pression 


( * )  La  pièce  en  bois  est  entourée  à  ses  extrémités  de  cercles  en  fer  f, 
{frettes)^  placés  à  chaud  et  serrés  par  suite  du  refroidissement.  Ces  cercles  ont 
pour  objet  de  maintenir  dans  Tarbre  le  tourillon  en  fer  A,  qui  est  rapporté. 
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voulue  (pression  que  l'on  peut  maintenir  sensiblement  con- 
stante malgré  l'usure)  pour  que  les  choses  se  passent  de  la 


Fig.  5. 


même  manière  que  si  le  coussinet  était  formé  d'une  seule 
pièce;  sur  le  chapeau  se  trouve  le  godet  de  graissage  K,  com- 
muniquant à  des  rainures  hélicoïdales  pratiquées  dans  la  co- 
quille supérieure,  et  qui  conduisent  l'huile  sur  le  tourillon. 

La  partie  B  de  l'arbre  (Jig.  3  et  4)»  à  la  jonction  du  tourillon 
qui,  dans  le  cas  d'efforts  longitudinaux,  vient  s'appuyer  contre 
le  coussinet,  ce  qui  permet  de  restreindre  dans  certaines 
limites  les  déplacements  parallèles  à  l'axe  de  rotation,  est  un 
épaulement.  Quelquefois,  pour  le  même  objet,  on  termine  le 
tourillon  par  une  saillie  annulaire  C  ou  collet  [fig,  3  bis). 


Fig.  6.  Fig.  7.  Fig.  8. 


Lorsque  l'arbre  est  vertical,  le  tourillon  inférieur  A,  qui 
prend  le  nom  de  pivot  [fig.  6,  arbre  en  fonte  coulé  d'une 
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seule  pièce  avec  le  pivot;  Jig.  7  et  8,  arbres  en  bois  avec 
pivot  rapporté],  au  lieu  d'être  engagé  dans  un  coussinet,  re- 
pose par  son  extrémité  dans  une  crapaudine.  La  fig.  9  repré- 
sente une  crapaudine  simple;  A  est  le  culot  ou  grain,  et  est 


en  acier;  B  le  collet,  qui  èst  en  bronze;  C  une  boîte  en 
fonte,  dans  laquelle  .est  maintenue,  au  moyen  des  vis  bu- 
tantes  £,  la  crapaudine  AB;  entre  la  boîte  et  la  crapaudine 
existe  un  certain  intervalle  D. 

La  Jig,  10  représente  une  crapaudine  avec  soulèvement  du 
pivot,  qui  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que  :  la  cra- 
paudine est  renfermée  dans  une  première  boîte  en  fonte; 


Fig.  10. 


2°  la  boîte  principale,  au  lieu  d'être  fixée  directement  sur  le 
sol,  fait  corps  avec  un  arceau  F  dont  la  semelle  est  boulon- 
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née  à  la  fondation.  Sous  Tarceau  se  trouve  une  vis  I  à  deux 
filets,  dont  l'un,  muni  d'un  écrou  J,  s'engage  dans  la  semelle, 
et  Taulre  dans  un  cylindre;  ce  cylindre,  par  suite  d'une  saillie 
prismatique  ou  languette  K  {prisonnier),  qu'il  porte  à  sa  sur- 
face extérieure  et  qui  s'engage  dans  une  rainure  pratiquée 
dans  F,  ne  peut  éprouver  qu'un  déplacement  vertical  lorsque 
l'on  fait  tourner  1  écrou  J.  Son  extrémité  peut  être  mise  en 
contact  avec  la  base  de  la  boîte  intérieure.  En  agissant  sur 
récrou,  après  avoir  desserré  les  vis  E,  on  peut  faire  subir  un 
déplacement  vertical  à  la  crapaudine,  ce  qui  est  très-utile  dans 
certaines  circonstances,  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper 
maintenant. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  description  des 
guides,  et  nous  renverrons,  pour  plus  de  détails  sur  ce  sujet, 
aux  traités  spéciaux  de  construction. 

4.  Des  embrayages.  —  Il  arrive  souvent  que  l'on  soit  obligé, 
dans  un  moment  donné,  de  relier  un  arbre  en  mouvement 
avec  un  autre  arbre  de  même  axe  et  d'abord  en  repos,  pour 
qu'on  puisse  le  faire  participer  au  mouvement  du  premier,  ou 
de  supprimer  cette  liaison  si  elle  existe;  l'une  ou  l'autre  de 
ces  opérations  s'effectue  au  moyen  de  dispositifs  connus  sous 
le  nom  d'embrayage.  A  cet  effet,  on  monte  respectivement 
sur  les  extrémités  en  regard  des  deux  arbres  deux  pièces  ou 
manchons  d'embrayage;  l'une  de  ces  pièces  est  fixe  sur  son 
arbre;  l'autre  peut  être  déplacée  le  long  du  sien,  qui  est  ter- 
miné par  une  partie  cylindrique  s'il  n'affecte  pas  cette  forme 
sur  toute  sa  longueur,  tout  en  étant  assujetti  à  tourner  avec 
lui  au  moyen  d'un  prisonnier  fixé  à  l'arbre,  et  pénétrant  dans 
une  cavité  de  même  forme  pratiquée  dans  le  manchon. 


Fig.  II. 


La  solidarité  s'établit  entre  le  manchon  fixe  et  le  manchon 
mobile  au  moyen  de  griffes  droites  {Jig.  ii)  ou  obliques 
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{fis*       s'engageanl  les  unes  dans  les  autres,  ou  encore  en 


Fig.  la. 


donnant  respectivement  [fig.  i3)  aux  deux  manthons  les 
formes  de  cônes  creux  et  pleins  de  même  ouverture  pou- 


Fig.  i3. 


vant  s'emboîter  Tun  dans  l'autre  et  s'entraîner  par  suite  de 
l'adhérence. 

Le  déplacement  du  manchon  mobile  se  produit  en  agissant 
sur  l'une  des  extrémités  d'un  levier  dont  l'autre  se  termine 
par  une  fourche;  la  fourche  est  munie  de  deux  appendices 
qui  s'engagent  dans  une  rainure  circulaire  pratiquée  dans  le 
manchon. 

Nous  indiquerons  plus  loin  en  quoi  consiste  l'embrayage 
par  courroies. 
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CHAPITRE  IL 

TRANSFORMATION  DU  MOUVEMENT  RECTIUGNE  CONTINU 
EN  RECTIUGNE  CONTINU. 


5.  Poulie  fixe.  —  Lorsque  l'on  ne  veut  transformer  que 
la  direction  du  mouvement  et  non  sa  vitesse,  on  emploie 
la  poulie  fixe  (fig,  i4),  qui  consiste  en  une  roue  mobile 
dans  une  chape  autour  d'un  axe  fixé,  tantôt  à  la  roue>  tantôt 
à  la  chape  qui  est  accrochée  en  un  point  fixe. 


Fig.  14. 


La  jante  de  la  roue  est  creusée  en  gorge  pour  recevoir  une 
corde  XabB  qui  embrasse  un  certain  arca6.  Si  l'extrémité  A 
de  la  corde  s'éloigne  de  a  d'une  certaine  longueur  dans  la 
direction  de  \a,  B  se  rapproche  de  b  de  la  même  longueur, 
de  sorte  que  la  direction  seule  du  mouvement  est  changée. 

Si  P  et  Q  sont  les  efforts  moteur  et  résistant,  dirigés  sui- 
vant aA,  6B,  il  faut  pour  l'équilibre,  en  vertu  soit  du  principe 
du  travail  virtuel  appliqué  à  la  corde,  soit  du  théorème  des 
moments  appliqué  à  l'axe,  que  Ton  ail  P  =  Q,  en  négli- 
geant toutefois  le  frottement  de  la  poulie  sur  son  axe. 

Cette  égalité  n'est  d'ailleurs  qu'une  vérification  d'un  théo- 
rème plus  général  relatif  à  l'équilibre  d'un  fil  en  contact  avec 
une  courbe  fixe  (deuxième  Partie,  n"  86). 


12  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  II. 

Lorsque  les  deux  cordons  Aa,  B6  sont  parallèles,  la  corde 
embrasse  la  moitié  de  la  circonférence,  et  les  mouvements 
des  deux  cordons  sont  parallèles  et  de  sens  contraires. 

On  peut  transformer  l'un  dans  l'autre  deux  mouvements 
rectilignes  ayant  la  même  vitesse,  dont  les  directions  AB,  CD 
ne  sont  pas  comprises  dans  le  même  plan  de  la  manière  sui- 
vante :  on  joindra  deux  points  B  et  C  de  ces  directions,  on  dis- 
posera ensuite  deux  poulies  dont  les  gorges  seront  respecti- 
vement tangentes  à  AB  et  BC,  BC  et  CD  ;  on  fera  enfin  passer 
sur  ces  deux  poulies  une  corde  dont  les  deux  cordons  ex- 
trêmes seront  dirigés  suivant  AB  et  CD,  et  il  est  clair  que  la 
transformation  sera  opérée. 

6.  Lorsque  l'on  veut  modifier  à  la  fois  la  direction  et  la  vi- 
tesse du  mouvement,  on  emploie  la  poulie  mobile  ou  les 
moufles. 

Dans  la  poulie  mobile  [Jig.  i5)  une  des  extrémités  A  de  la 


Fîg.  i5. 


corde  est  attachée  à  un  crochet;  la  poulie  repose  sur  la  corde 
et  à  sa  chape  se  trouve  ordinaireiftent  suspendu  un  poids  Q, 
qu'il  s'agit  d'élever  en  exerçant  suivant  6B  un  certain  effort  P. 
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Pour  qu'il  y  ait  équilibre  de  la  corde  sur  la  poulie,  il  faut  que 
la  tension  T  de  Aa  soit  égale  à  P;  et  enfin,  en  négligeant  les 
résistances  passives,  il  faut,  pour  que  la  poulie  soit  en  éqùi- 
libre,  que  Q  soit  égal  et  opposé  à  la  résultante  de  ces  deux 
forces,  et,  par  suite,  que  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par 
les  deux  cordons,  ou  de  celui  2a  formé  par  les  rayons  0^, 
06,  soit  verticale.  On  a  ainsi  la  relation 

(i)  Q  =  aPsina. 

Soit  iY  le  déplacement  élémentaire  que  subit  Q  lorsque  Bb 
s'allonge  de  Sa;  le  principe  du  travail  virtuel  donne 

Q(ÎY-hP(î(r  =  o, 

d'où,  en  vertu  de  la  relation  précédente, 
^  '  2  sina  ^ 

mais  SY  ne  peut  s'exprimer  en  fonction  de  oc  et  de  sa  varia- 
tion que  si  le  cordon  Bb  est  assujetti  à  certaines  conditions, 


(*)  On  éprouve  généralement  quelques  difficultés  à  établir  directement  cette 
relation,  et  par  suite  à  vérifier  le  principe  du  travail  virtuel  sur  la  poulie  mo- 
bile. Ces  difficultés  ne  sont  qu'apparentes,  comme  nous  allons  le  voir. 

Soient  (/g^.  i6) 

Fig.  16. 


y 

B  un  point  déterminé  de  la  corde,  correspondant  à  la  longueur  S  =  Aa6B 
mesurée  à  partir  du  point  fixe  A.  Nous  supposerons  la  force  P  appliquée  au 
point  b; 

AXf  A.J'  Thorizontale  et  la  verticale  du  point  A; 

Xjjr  les  coordonnées  de  B  par  rapport  à  ces  axes  ; 

V  =  01  l'ordonnée  verticale  du  centre  0  de  la  poulie  ; 
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par  exemple,  comme  celle  de  passer  par  un  point  fixe  ou  sur 
une  poulie  fixe. 
Lorsque  les  cordons  sont  parallèles  ou  que  a  =  go,  on  a 

2 

ce  qui  est  visible  a  priori. 

7.  Une  moufle  se  compose  de  deux  systèmes,  formés  cha- 
cun de  poulies  réunies  dans  une  même  chape  :  la  chape  de 
Tun  des  systèmes  est  fixe;  à  celle  de  l'autre  est  accroché  un 
poids  Q  qu'il  s'agit  d'élever  au  moyen  d'une  corde  dont  le 


J  et  c  les  milieux  de  la  corde  et  de  l'arc  ab-y 
R  le  rayon  de  la  poulie  ; 
«  =  Aa,  m'=  B6. 

On  a 

aO  c  —  cOb  =  xh.a  =  a. 

L'angle  aigu  formé  par  A  a:  et  66  est  aussi  égal  à  a. 
La  figure  donne 


(i)  ={u  —  u')  sina. 

(a)  :=  (tt-T- w')cosa-f- îRsîna. 

(3)  S  =  i/-t-«'-H3Ra. 

(4)  Y -t- Reosa  —  wsina 


Pour  un  déplacement  infiniment  petit  du  cordon,  on  a  les  variations 
d^r  =  (  0  «  —      )  sin  a  -i-  (  tt  —  u')  cos  a  Ja, 
Sx  =  (  ^ «  H-      )  cos  a  —  (  a  -T-  u'  )  sin  a  (îa  -h  2  R  cos  a  J a. 
Le  déplacement  de  6,  suivant  6B,  a  par  suite  pour  expression 
Jff  =  Jarcosa  —      sina  ^(îu  (cos'a  —  sin'a) 

Su'  —  2  M  sin  a  cos  a      -h  2  R  cos'  a  ^ a  ; 
mais,  S  restant  constant,  l'équation  (3)  donne 

Su'  =  —  Su  —  2K  Sol, 
Portant  cette  valeur  dans  l'expression  de  Sa-^  on  trouve 

Sa  = —  2  sin  a  {Su  sina  +  u  cosa      -h  R  sinaJa), 
=  —  2sinu.S  {u  sina  —  R  cosa), 
ou,  en  vertu  de  l'équation  (4), 

S<T  —  —  2  sin  a  SY, 
ce  qui  n'est  autre  chose  que  Téquation  (2)  du  texte. 
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brin  libre,  suivant  lequel  s'exerce  Teffort  P,  correspond  à  une 
des  poulies  de  la  chape  supérieure,  passe  de  là  sur  une  poulie 
de  la  chape  inférieure,  puis  sur  une  poulie  de  la  chape  su- 
périeure et  ainsi  de  suite,  et  vient  finalement  se  fixer  en  un 
point  de  la  chape  supérieure. 

Lorsque  les  poulies  de  chaque  système  sont  montées  sur  le 
même  axe  [fig.  17),  comme  dans  le  palan,  elles  sont  toutes 
de  même  diamètre,  et  les  cordons  intermédiaires  sont  tous 
parallèles. 

Fig.  17.  Fîg.  18. 


Dans  le  cas  contraire  [fig.  18),  le  parallélisme  n'existe  plus; 
mais  comme,  en  général,  les  chapes  sont  éloignées  Tune  de 
l'autre,  par  rapport  à  la  différence  de  diamètre  de  deux  pou- 
lies correspondantes  de  l'un  et  de  l'autre  système,  on  peut 
encore  sans  grande  erreur  supposer  que  les  cordons  sont 
parallèles. 
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Soit  n  le  nombre  des  poulies  de  chaque  système  ;  si  Ton 
remarque  que  la  tension  du  premier  cordon  intermédiaire  est 
égale  à  P,  pour  qu'il  y  ait  équilibre  sur  la  première  poulie 
supérieure,  on  voit  qu'il  en  est  de  même  de  la  tension  de 
tous  les  autres  cordons,  de  sorte  que  le  poids  Q  fait  équilibre 
à  2/1  forces  égales  à  P  dirigées  suivant  les  cordons  qui  sou- 
tiennent la  chape  inférieure;  on  a  donc 

Q=  2/îP, 

et,  par  conséquent,  en  vertu  du  principe  du  travail  virtuel,  la 

hauteur  dont  s'élève  le  poids  Q  est  la  fraction  ^  de  Taccrois- 

sement  correspondant  de  la  longueur  du  cordon  libre,  ce 
qu'il  est  facile  de  voir  à  priori;  car,  si  le  cordon  libre  s'allonge 
d'une  certaine  longueur  5,  le  restant  de  la  corde,  composé 
de  2/1  cordons,  se  raccourcit  de  la  même  longueur;  chacun 

des  cordons  se  raccourcit  donc  de  -5  qui  représente  la  hau- 
teur dont  la  chape  inférieure  s'est  élevée. 
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CHAPITRE  m. 

TRANSFORMATION  DU  MOUVEMENT  CIRCULAIRE  CONTINU 
EN  CIRCULAIRE  CONTINU. 


§  I.  —  Les  axes  de  rotation  sont  parallèles. 

8.  Courroies  sans  fin.  —  Lorsque  Tefforl  à  iransmeltre  d'un 
axe  à  un  autre  ne  dépasse  pas  certaines  limites,  on  peut  réa- 
liser cette  transformation  en  employant  deux  poulies  mon- 
tées respectivement  sur  les  deux  axes,  de  manière  que  leur 
plan  moyen  soit  le  même.  Sur  les  poulies  passe  une  courroie 
dont  les  deux  bouts  sont  cousus  solidement  (sans  augmenta- 
tion d'épaisseur)  et  qui,  à  Tétat  de  repos,  est  plus  ou  moins 
tendue.  Pour  empêcher  la  courroie  de  se  dégager,  on  a  soin 
de  bomber  ou  d'échancrer  sur  les  deux  bords  la  jante  de  cha- 
cune des  poulies;  à  l'inspection  des  fig,  19  et  20,  on  com- 

Fig.  19.  Fig.  20. 


prend  que  Tune  du  l'autre  de  ces  dispositions  tend  à  prévenir, 
dans  certaines  limites,  tout  déplacement  latéral  de  la  courroie. 

Si  les  mouvements  de  rotation  doivent  être  de  même  sens, 
on  dispose  la  courroie  suivant  les  tangentes  extérieures  aux 
m.  3 
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profils  des  poulies  {Jig.  21  );  dans  le  cas  contraire,  la  courroie 


Fig.  21. 


est  dirigée  suivant  les  tangentes  intérieures  {Jig.  22).  Dans 
l'un  et  l'autre  cas,  Tune  des  poulies  en  tournant  entraîne  la 


Fig.  22. 


courroie  qui,  à  son  tour,  met  en  mouvement  l'autre  poulie. 
En  admettant  qu'il  n'y  ait  pas  glissement  de  la  courroie  sur 
chacune  des  poulies,  ce  qui  n'est  pas  tout  à  fait  exact,  comme 
nous  le  ferons  voir  plus  loin,  les  vitesses  des  deux  poulies  à 
leurs  circonférences  sont  égales,  et,  par  suite,  les  vitesses 
angulaires  sont  en  raison  inverse  des  rayons. 

Lorsque,  par  l'usage,  une  courroie  s'est  trop  allongée  pour 
qu'à  l'état  de  repos  elle  n'ait  plus  la  tension  voulue,  le 
plus  ordinairement  on  remplace  la  couture  par  une  autre 
après  avoir  raccourci  la  courroie  en  conséquence,  afin  que 
pendant  le  mouvement  elle  puisse  transmettre  l'effort  de  l'une 
à  l'autre  poulie.  Dans  d'autres  cas,  on  exerce  sur  l'un  des  brins 
une  compression  par  un  rouleau  tournant' autour  d'un  axe 
faisant  corps  avec  un  levier  mobile  autour  d'un  axe  fixe,  ces 
deux  axes  étant  parallèles  à  ceux  des  poulies;  un  poids,  au- 
quel on  peut  faire  occuper  différentes  positions  entre  l'axe  fixe 
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et  le  rouleau,  permet  de  produire  Teffort  voulu  de  compres- 
sion. Cette  disposition,  qui  a  reçu  le  nom  de  rouleau  tenseur, 
est  représentée  par  la  Jig.  23. 


9.  Chaînes  et  câbles.  —  Quelquefois,  dans  le  cas  de  la  Jig.  2  r ,  . 
on  remplace  la  courroie  par  une  chaîne;  si  Tadhérence  de  la 
chaîne  sur  les  poulies  n'est  pas  suffisante,  en  raison  de  Teffort 
que  Ton  a  à  transmettre,  on  arme  leurs  jantes  de  saillies  qui 
servent  de  points  d'appui  aux  maillons. 

On  emploie  avec  succès,  dans  certaines  circonstances,  pour 
transmettre  le  mouvement  à  de  grandes  dislances,  des  câbles 
en  fil  de  fer  passant  sur  des  poulies  à  gorge.  On  a  reconnu 
par  expérience  que,  pour  se  trouver  dans  de  bonnes  condi- 
tions, on  doit  donner  au  câble  une  vitesse  de  25  à  3o  mètres 
par  seconde  et  prendre  le  diamètre  des  poulies  égal  à  200  fois 
environ  celui  du  câble. 

10.  Courroies  d'embrayage.  —  On  peut  transporter  le  mou- 
vement d'une  poulie  sur  une  autre  de  même  axe,  t  l'aide  d'une 
fourche  d'embrayage,  entre  les  branches  de  laquelle  s'engage 


le  brin  arrivant  de  la  courroie,  et  que  l'on  peut  à  volonté  dé- 
placer autour  d'un  axe  fixe  {Jig.  24). 


Fig.  23. 


Fig.  24. 


a. 
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11.  Transformation  de  mouvements  de  rotation  parle  con- 
tact. —  Lorsque  Teffort  à  iransmetlre  est  faible,  on  peut  em- 
ployer, comme  dans  les  tire-sacs  de  quelques  moulins,  deux 
plateaux  ou  poulies  sans  gorge,  à  axes  parallèles,  dont  les  plans 
moyens  coïncident  et  dont  les  jantes  sont  recouvertes  de 
buffle.  Les  garnitures  de  buffle  sont  en  contact  et  exercent 
rune  sur  l'autre  une  pression  qu'on  règle  en  conséquence  et 
d'où  résulte  une  adhérence  qui  permet  de  réaliser  la  trans- 
formation. 

Lorsque  TefTortà  transmettre  est  supérieur  au  maximum  de 
l'adhérence  que  l'on  peut  produire,  on  a  recours  aux  engre- 
nages, dont  l'étude  exige  la  connaissance  de  quelques  pro- 
priétés des  enveloppes  des  courbes  planes,  et  que  nous  éta- 
blirons préalablement. 

12.  Digression  sur  les  enveloppes  des  courbes  planes.  — 
Soient,  à  un  instant  donné, 

AB  l'élément  commun  à  deux  courbes  (S'),  (S),  comprises 
dans  un  même  plan,  la  seconde  roulant  sur  la  première 
supposée  fixe; 

BC',BC  les  éléments  de  (S'),  (S),  qui  doivent  venir  en  contact 

au  bout  du  temps  dt; 
Q,  la  vitesse  angulaire  instantanée  de  rotation  de  (S); 
R,  R'  les  rayons  de  courbure  des  courbes  mobile  et  fixe; 
ds  la  longueur  commune  des  éléments  BC,  B'C; 
dt  le  temps  employé  pour  que  ces  deux  éléments  viennent 

en  contact. 

Il  est  clair  que  Q.dt  est  égal  à  l'angle  CBC,  ou  à  la  somme, 
ou  à  la  différence  des  angles  de  contingence  des  deux  courbes 
au  point  de  contact,  selon  qu'elles  opposent  ou  non  leurs 
convexités.  Si  nous  convenons  de  considérer  R  comme  posi- 
tif avec  R'<;R,  dans  le  premier  cas,  et  comme  négatif  dans  le 
second,  nous  pourrons  écrire  d'une  manière  générale 

Supposons  que  la  courbe  mobile  (S),  en  contact  en  A  {Jig.  25 ) 
avec  la  courbe  fixe  (S'),  entraîne,  dans  son  roulement  sur  cette 
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dernière,  une  autre  courbe  ma  de  forme  invariable,  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  V enveloppe  des  positions  de  ma  ou 
la  courbé  fixe  ma'  à  laquelle  elle  reste  constamment  tangente. 


Fig.  25. 


La  rotation  û  autour  du  point  A  peut  être  considérée  comme 
se  composant  d'une  rotation  égale  et  de  même  sens  autour  du 
point  de  contact  m  de  ma  et  ma' y  et  d'une  translation  Û.Am 
perpendiculaire  à  /wA;  mais,  comme  ma  ne  peut  éprouver  de 
déplacement  que  suivant  la  tangente  en  m,  il  s'ensuit  que  la 
normale  au  point  de  contact  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée 
passe  par  le  point  de  contact  des  courbes  (S)  et  (S'). 

En  appelant  p  la  normale  A  m,  la  translation  ci-dessus  donne 
lieu,  dans  le  temps  dt,  au  déplacement 

(2)  ^,mk.dt  =  p(^^^~)jdS 

suivant  la  tangente  en  m,  qui  mesure  le  glissement  élémen- 
taire de  ma  sur  ma'. 
Poncelet  a  déduit  du  théorème  précédent  un  tracé  très- 


Fig.  26. 


simple  de  l'enveloppe;  à  cet  effet,  marquons  sur  (  S)  {Jig.  26) 
les  points  équidistants  o,  i,  2,...,  dontl'équidislancesoitassez 
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petite  pour  que  Ton  puisse  considérer  l'arc  correspondant 
comme  rectiligne  ou  égal  à  sa  corde,  ce  qui  peut  se  faire  avec 
un  compas  dont  'l'ouverture  reste  constante.  Abaissons  de 
ces  points  les  normales  o.K«,  i.Kiy  2.K,,...  sur  Âm;  des  points 
équidisiants  o',  i',  2',. . marqués  sur  (S'),  et  dont  l'équidis- 
tance  est  la  même  que  pour  (S),  pris  comme  centres  et  avec 
des  rayons  respectivement  égaux  à  o.K»,  i.Ki,. . décrivons 
des  arcs  de  cercle  ;  ces  arcs  de  cercle  se  couperont  succès-, 
sivemenl  et  seront  tangents  à  l'enveloppe  que  l'on  détermi- 
nera ensuite  par  le  tracé  d'une  courbe  continue  menée  tangen- 
tiellement  aux  mêmes  arcs.  Il  est  évident  d'ailleurs  que  cette 
méthode  est  générale,  c'est-à-dire  que  les  courbes  (S)  et  (S') 
opposent  ou  non  leurs  convexités,  et  la  figure  montre  que, 
dans  tous  les  cas,  le  contact  aura  toujours  lieu  entre  la  partie 
de  Vemeloppée  extérieure  à  (^')  et  la  partie  de  V  enveloppe  in- 
térieure \à  (S),  et  inversement. 

Lorsque  l'enveloppée  est  un  point  m,  les  normales  se  ré- 
duisent aux  distances  de  m  aux  points  o,  i,  2,...,  et  l'on  peut 
tracer  ainsi  très-facilement  l'enveloppe  qui  est  une  épicy- 
cloYde. 

Proposons-nous  maintenant  de  construire  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'enveloppe  d'une  courbe. 
Soient  [fig.  27),  pour  le  point  de  contact  A, 

Fig.  27. 


0,  0'  les  centres  de  courbure  de  (S)  et  (S'); 
C,  C  les  centres  de  courbure  de  l'enveloppée  et  de  l'enve- 
loppe; 
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p,  p'  les  rayons  de  courbure  correspondants; 
Al,  A',  les  points  de  (S)  et  (S')  qui  viennent  en  contact  au  bout 
du  temps  rf/; 

w„  m',  les  points  correspondants  deTenveloppéeet  de  Tenve- 
loppe  :  les  points  m„  A„  C  sont  en  ligne  droite,  ainsi  que 
m',,A',,C'; 

K,     les  points  d'intersection  de  la  perpendiculaire  en  A  à  la 

normale  CC  avec  les  droites  A,C  et  A',  C- ; 
<p  Tangle  formé  par  la  normale  A  m  avec  00'. 

On  a 

AA;  =  AA,  =  ^^, 

et  évidemment 

mm.  =  AK'-jT^  =  ds  cosy  -7-*- — > 
AL  V  —  P 

Cm       ,  p 
mm.  =■  AK  --TTr  —  ds  cosv  — - — • 
'  AG  P  P 

La  différence  de  ces  deux  éléments  ou  le  glissement  élé- 
mentaire a  donc  pour  valeur 

(3)  ds  cos^l—  ^- — \  =  p  ds  cosff  ( -r^  1  — V 

V-p    p-^pJ  \p-p  p-^pJ 

et,  en  identifiant  cette  expression  à  celle  que  donne  la  for- 
mule (2),  on  obtient 

(4)  i-T^  i  ^ — )coscp  =  i-h— , 

\P-P     p-^pJ     ^     R  R' 

relation  au  moyen  de  laquelle  Savary  a  donné  la  construction 
suivante,  pour  trouver  le  centre  de  courbure  de  Tenveloppe, 
connaissant  celui  de  Tenveloppée. 

Soient  H'  Tinterseclion  de  la  droite  AK'K  avec  la  direction 
de  O'C,  r  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  0'  surCC; 
on  a 

AH'=  OT  ^  =  R'sin?  ^-^^  =  

Cr  ^  p'— /?  — R' ces?      I  I 

Si  H  est  pour  la  courbe  ma  le  point  analogue  à  H'  pour 
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la  courbe  md j  on  trouve  de  la  même  manière 


AU  =   7 

I  I 

î7  cos? 

R  ^-^p 

et  d'après  la  relation  (4)  les  points  H  et  H'  coïncident. 

Donc,  pour  trouver  le  centre  de  courbure  de  l'enveloppe,  on 
joindra  les  points  0  etC  par  une  droite  jusqu'à  sa  rencontre  H 
avec  la  perpendiculaire  en  A  à  la  normale  en  m,  et  Vintersec- 
tion  de  cette  normale  avec  la  droite  qui  joint  les  points  H  et  0' 
sera  le  centre  de  courbure  cherché. 

Ce  théorème  permet  de  construire  l'enveloppe  par  une  suc- 
cession d'arcs  de  cercle  osculateurs;  à  cet  effet,  à  partir  de  A 
portons  des  divisions  équidistantes,  suffisamment  rappro- 
chées, 1,2,  3,. . .  sur  (S),  et  i',  2',  3',. . .  sur  (S');  détermi- 
nons les  centres  de  courbure  C„  C2,...,  correspondant  aux 
divisions  ci-dessus  (S)  et  aux  points  m„  m„...  de  am;  la  posi- 
tion du  point  m  étant  supposée  connue,  on  construira  C  et 
l'on  décrira  l'arc  de  cercle  osculateur  mm'j,  limité  à  la  nor^ 
maie  Ci';  sur  le  prolongement  de  cette  droite,  et  à  partir 
de  m',,  on  portera  une  longueur  m',  Di=  i.Ci  et  le  point  Di 
permettra,  de  même  que  C  pour  C,  de  trouver  le  centre  de 
courbure  C,  de  l'enveloppe  correspondant  à  m',,  d'où  un  se- 
cond arc  de  cercle  osculateur  qu'on  limitera  comme  mm'j  et 
ainsi  de  suite;  mais  cette  construction,  quoique  basée  sur  un 
principe  éminemment  rationnel,  est  assez  compliquée,  et  dans 
la  pratique  celle  de  Poncelet  est  bien  préférable. 

La  construction  du  centre  de  courbure  donnée  ci-dessus 
s'applique  à  tous  les  cas,  que  les  courbes  (S)  et  (S')  opposent 
leurs  convexités,  comme  le  suppose  la  figure,  ou  que  le  con- 
traire ait  lieu;  mais,  si  l'on  veut  faire  une  application  numé- 
rique de  la  formule  (4),  il  faudra,  dans  ce  dernier  cas,  consi- 
dérer R  comme  négatif  ;  et  si  le  sens  de  la  courbure  de  ma 
change,  par  rapport  à  celle  de  (S'),  il  faudra  également  rem- 
placer p  par  —  p  dans  la  même  formule,  et  le  signe  de  p'  don- 
nera le  sens  de  la  courbure  de  l'enveloppe;  enfin  si  le  point  m, 
au  lieu  de  se  trouver  à  l'extérieur  de  (S'),  est  à  l'intérieur,  il 
faudra  changer  le  signe  de  p. 
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Nous  allons  étudier  quelques  cas  particuliers  lorsque  les 
courbes  (S),  (S')  sont  des  circonférences. 

(a).  Enveloppe  d'un  point.  —  Nous  considérerons  d'abord 
le  cas  où  les  circonférences  sont  extérieures  Tune  à  Tautre,  et 
nous  supposerons  que  le  point  générateur  m  se  trouve  sur  la 
circonférence  (S);  nous  construirons  Tenveloppe  comme  nous 
l'avons  indiqué  plus  haut.  L'épicycloïde  se  composera  d'ar- 
ceaux successifs  identiques,  en  nombre. fini  ou  infini,  selon 

que  le  rapport  ^7  sera  commensurable  ou  non.  Chaque  arceau 

sera  aplati  ou  allongé,  selon  que  R  sera  plus  petit  ou  plus 
grand  que  R',  correspondra  à  une  révolution  complète  de  la 
circonférence  (S),  et  son  sommet  à  une  demi-révolution.  Deux 
arceaux  consécutifs  se  rencontreront  sur  la  circonférence  (S') 
et  y  formeront  un  point  de  rebroussement  où  la  tangente  sera 
le  rayon  correspondant  de  cette  circonférence. 
Soient  (Jig.  28)  L,  H  les  secondes  extrémités  des  diamètres 


Fig.  28. 


de  la  circonférence  (S)  partant  des  points  A  et  m;  menons  les 
droites  HL,  HO';  cette  dernière  rencontrera  la  direction  de 
Am  en  un  point  C  qui,  d'après  le  théorème  de  Savary,  sera  le 
centre  de  courbure  au  point  m  de  l'épicycloïde.  Si  J  est  le 
point  de  rencontre  avec  00'  de  la  parallèle  à  AH  menée  par  le 
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point  C,  on  a,  d'après  la  figure, 

AJ  _  AC'  __  AO; 
AL  -  HL  ~  O'L' 

d'où 

AJ=    ^  \,    et    Q^J  =  R^-AJ=:=  p 

aR  -f-  R'  aR  -t-  H' 

Ainsi  le  point  J  reste  à  une  distance  constante  du  centre  0', 
et,  pour  l'obtenir,  il  suffit  de  projeter  sur  00'  le  point  d'in- 
tersection de  la  circonférence  (S')  avec  une  demi-circonfé- 
rence décrite  sur  O'L  comme  diamètre. 

Soient  S  le  sommet  de  l'arceau  considéré;  M,  N  les  points 
de  rencontre  des  circonférences  de  centre  0'  et  de  rayons  0' J, 
O'A  avec  la  droite  O'S.  Décrivons  sur  AJ  comme  diamètre  une 
circonférence  qui  évidemment  passera  par  le  point  C  ;  on  a 

arcC'J  =  AJ  X        =  (  -  _  AO^)  =     «_  arcNA, 

HIT      n/T  R'^ÎVÏO^  R' 

arcMJ  =  O'J  x  MO'l  =  =  arcNA, 

d'où 

arcC'J  =  arcMJ. 

11  suit  de  là  que  le  lieu  des  points  C  ou  la  développée  de  l'épi- 
cycloïde  est  elle-même  une  épicycloYde  résultant  du  roulement 
de  la  circonférence  AJ  sur  la  circonférence  O'J,  et  dont  les 
sommets  et  les  points  de  rebroussemenl  correspondent  res- 
pectivement aux  points  de  rebroussement  et  aux  sommets  de 
l'épicycloYde  proposée. 

Lorsque  la  circonférence  mobile  est  intérieure  à  la  circonfé- 
rence fixe,  l'enveloppe  est  une  épicycloïde  intérieure  ou  A/po- 
cyclolde  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que  la  courbe  que 
nous  venons  d'étudier. 

L'enveloppe  devient  une  cycloïde  si  R'  est  infini,  c'est-à-dire 
si  la  circonférence  (S')  est  remplacée  par  une  ligne  droite. 

(6).  Enveloppe  d'une  épicycloïde.  —  Soient  [fig.  29) 

P  le  centre  d'une  circonférence  tangente  en  A  extérieurement 
à  (S')  et  intérieurement  à  (S); 
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m  Al,  mk\  rhypocycloYde  et  répicycloïde  décrites  par  un 
point  m  de  cette  circonférence  roulant  respectivement 
sur  (S)  et  (S'); 

Fîg.  ag. 


A,,  A',  les  positions  correspondantes  du  point  décrivant  sur 
les  deux  circonférences. 

Il  est  clair  que 

%      arc  A  A,  =  arcA/w  =  arcAA',, 

et,  comme  la  normale  en  m  passe  par  le  point  A ,  on  a  ce  théo- 
rème : 

L'enveloppe  d'une  épicyclolde  est  Vhypocyclolde  décrite  par 
un  point  du  même  cercle  générateur  roulant  dans  V intérieur 
de  la  circonférence  mobile,  et  inversement. 

(c).  Enveloppe  d'un  rayon.  —  Soient  [fig*  3o) 

OA,,  dans  une  position  quelconque,  le  rayon  dont  on  veut 

terminer  l'enveloppe; 
A',  le  point  de  la  circonférence  (S')  correspondant  au  point  A, 

de  S; 

A  le  point  de  contact  actuel  des  deux  circonférences; 

m  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  0A|,  et  qui 

est  le  point  de  l'enveloppe  correspondant  à  la  disposition 

de  la  figure. 

Le  point  m  se  trouve  sur  la  circonférence  décrite  sur  OA 
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comme  diamètre  ayant  son  centre  en  P;  mais  on  a 

^P^=  2^0^*,   d'où    A?m.?m  =  AOw.aP/ii  =  AOm.OA. 
Il  suit  de  là  que  l'arc  A  m  est  égal  à  l'arc  AÂi  et,  par  suite,  à 

Fig.  3o. 


f 

l'arc  AA',  :  donc  le  lieu  cherché  est  Vépicyclo'ide  engendrée 
par  un  point  d'une  circonférence  décrite  sur  An  rayon  de  la 
circonférence  mobile. 

On  déduit  de  là  et  du  théorème  énoncé  à  Tarlicle  précédent 
que  V hypocyclotde  décrite  par  un  point  de  la  circonférence 
d'un  diamètre  moitié  de  celui  de  la  circonférence  mobile  est 
un  rayon  de  cette  dernière;  car  le  rayon  0A„  enveloppe  des 
positions  del'épicycloïde  A'^  m,  n'est  autre  chose  que  l'hypocy- 
cloïde  engendrée  par  le  point  m  de  la  circonférence  P  roulant 
dans  l'intérieur  de  (S).  Il  est  facile  d'ailleurs  de  démontrer 
directement  cette  propriété  { '  ). 

Si  le  rayon  OA  est  infini  ou  si  la  circonférence  0  devient 
une  droite,  la  normale  A  m  est  tangente  en  A  à  (S'  ),  et,  comme 


(*)  C'est  sur  cette  même  propriété  qu*est  basé  le  mécanisme  connu  sous  le 
nom  à* engrenage  de  Delahire,  qui  a  pour  objet  de  transformer  un  mouvement 
de  rotation  continu  en  mouvement  rectiligne  alternatif.  Les  deux  circonférences 
correspondant  à  deux  roues  dentées  engrènent  Tune  dans  l'autre,  dont  Tune 
est  fixe  et  l'autre  mobile.  L'axe  de  cette  dernière  est  maintenue  dans  un  cous- 
sinet engagé  dans  une  manivelle  tournant  autour  de  l'axe  de  figure  de  la  roue 
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elle  est  égale  à  ÂÂ'i,  Tenveloppe  est  la  développante  de  la 
circonférence  0'. 

(rf).  Enveloppe  d'une  circonférence.  —  Proposons-nous 
de  déterminer  Tenveloppe  d'une  circonférence  ayant  son 
centre  Al  [fig^'^i)  sur  le  périmètre  de  (S),  que  nous  suppose- 


rons extérieur  à  (S'),  comme  l'indique  la  figure;  on  verra  sans 
peine  que  les  raisonnements  qui  suivent  et  les  conséquences 
qu'on  en  déduit  s'appliquent  sans  aucune  restriction  au  cas  où 
l'inverse  aurait  lieu.  On  obtiendra  deux  points  m  de  l'enve- 
loppe par  l'intersection  de  la  droite  AAi  avec  la  circonférence 
enveloppe,  et,  par  suite,  on  construira  cette  enveloppe,  en 
augmentant  ou  diminuant  du  rayon  de  la  circonférence  géné- 
ratrice la  normale  de  l'épicycloïde  décrite  par  son  centre,  et 
dont  A'j  est  un  point  de  rebroussement. 

L'enveloppe  se  composera  ainsi  de  deux  courbes,  l'une  in-  , 
térieure,  qui  seule  nous  servira  plus  loin,  et  l'autre  extérieure. 
Ces  courbes,  étant  toutes  deux  parallèles  à  l'épicycloïde  Ai  A', , 
auront  la  même  développée  que  cette  dernière. 


fixe,  et  au  moyen  de  laquelle  on  produit  le  mouvement.  Si  une  tige  verticale 
est  articulée  en  un  point  de  la  circonférence  de  la  roue  mobile,  elle  obéira  à 
un  mouvement  oscillatoire  dont  Tamplitude  sera  le  diamètre  de  la  circonfé- 
rence fixe,  et  pourra  être  utilisée  par  exemple  pour  faire  fonctionner  des 
pompes. 


Fig.  3i. 


3o 
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Ces  deux  courbes  afuront  chacune  un  point  de  rebrousse- 
ment  K  situé  sur  la  circonférence  (S'),  et  qui  sera  déterminé 
par  la  condition  que  la  normale  Kn,  abaissée  de  ce  point  sur 
répicycloïde,  soit  égale  à  Ai  m.  En  supposant  que  la  circonfé- 
rence mobile  0  se  trouve  en  contact  avec  Tun  des  points  K 
de  la  circonférence  fixe  0',  on  voit  que  la  corde  de  l'arc  Kn 
de  la  première  circonférence  est  égale  à  Ai/n,  et  que  par  suite 
Tare  K  A',  est  égal  à  Tare  A,I  de  0,  dont  la  corde  est  égale  au 
rayon  Ai  m;  de  sorte  quç  les  deux  points  de  rebroussement 
s'obtiendront  en  portant  de  part  et  d'autre  de  A',,  sur  la  cir- 
conférence 0',  des  arcs  égaux  à  Tare  AJ. 

(e).  Enveloppe  d'une  développante  de  cercle.  —  Soit  mK 
[Jig.  32)  la  développante  d'un  cercle  OIK  concentrique 


avec  (S),  et  dont  on  se  propose  de  trouver  l'enveloppe.  Le 
point  de  cette  enveloppe  est  l'intersection  m  de  la  dévelop- 
pée avec  la  tangente  AI  menée  du  point  A  à  sa  circonférence 
génératrice;  mais  cette  droite  est  aussi  tangente  à  une  circon- 
férence de  centre  0',  et  dont  le  rayon  a  pour  valeur 


FIg.  32. 


0'Y  = 


Ol.O'k 
OA 
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par  suite,  Tenveloppe  cherchée  n'est  autre  chose  que  la  déve- 
loppée de  cette  même  circonférence. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  arriverait  à  un  pareil  résultat 
si,  au  lieu  de  se  placer  dans  le  cas  de  la  Ogure,  on  supposait 
que  les  circonférences  (S)  et  (S')  fussent  intérieures  Tune  à 
l'autre. 

On  sait  d'ailleurs  que,  pour  construire  une  développante  de 
cercle,  il  suffit  de  tracer  sur  la  circonférence  des  points  équi- 
distants  o,  i,  2,  3,. . . ,  assez  rapprochés  pour  que  l'on  puisse 
considérer  les  arcs  interceptés  comme  rectilignes,  puis  des 
points  1,2,  3,...  avec  des  rayons  égaux  à  une  fois,  deux  fois, 
trois  fois,...  Téquidistance,  de  décrire  des  arcs  de  cercle  tan- 
gentieliement  auxquels  on  tracera  une  courbe  continue  pas- 
sant par  le  point  o,  et  qui  sera  la  courbe  cherchée. 

13.  Généralités  sur  les  engrenages.  —  Pour  transformer  un 
mouvement  de  rotation  qui  a  lieu  autour  d'un  axe  en  un  autre 
autour  d'un  autre  axe  parallèle  au  premier,  on  s'arrange  de 
manière  que  les  deux  corps  (S)  et  (S'),  qui  tournent  respec- 
tivement autour  de  ces  axes,  soient  munis  de  saillies  ou 
dents  agissant  de  l'un  de  ces  corps  sur  l'autre.  Pour  obtenir 
une  stabilité  convenable  dans  le  mode  d'action  de  (S)  sur  (S'), 
on  donne  à  ces  saillies  une  forme  cylindrique  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  direction  des  axes,  et  l'on  réalise 
ainsi  ce  qu'on  appelle  un  engrenage  cylindriquey  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  couple  de  roues  dentées. 

Nous  pourrons  substituer,  dans  le  raisonnement,  aux 
corps  (S)  et  (S')  leurs  sections  faites  par  le  plan  de  la  figure, 
censé  perpendiculaire  aux  axes,  et  considérées  comme  tour- 
nant autour  des  traces  0,  0'  de  ces  axes. 

On  exige  qu'un  engrenage  soit  construit  de  telle  manière 
que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  w,  w'  autour  des  points  0, 
0'  reste  constant,  et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  est  évident 
qu'il  doit  exister  entre  les  profils  de  deux  dents  correspon- 
dantes une  relation  que  nous  déterminerons  un  peu  plus 
loin. 

La  roue  menante  est  celle  qui  reçoit  directement  ou  indirec- 
tement l'action  de  la  force  motrice,  et  qui  engendre  le  mouve- 
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ment  de  la  roue  menée ^  laquelle  correspond  à  la  résistance 
utile  à  vaincre. 

Du  profil  des  dents.  —  Les  fig.  33  et  34  sont  respectivement 
relatives  aux  cas  où  les  vitesses  angulaires  û>),  tù'  sont  de  sens 


Fîg.  33.  Fig.  34. 


A 


contraire  ou  de  même  sens,  en  supposant,  par  exemple,  que  (ù 
ait  lieu  de  la  droite  vers  la  gauche. 

Le  raisonnement  suivant  s'appliquera  simultanément  aux 
deux  figures,  dont  les  points  correspondants  sont  représentés 
par  les  mêmes  lettres. 

Soient,  à  un  instant  quelconque,  ma,  ma'  les  profils  des 
dents  de  (S),  (S')  en  contact  au  point  m;  concevons  que  Ton 
imprime  à  ces  deux  figures  invariables  et  autour  de  0'  une 
rotation  égaie  et  contraire  à  de  manière  à  ramener  (S')  au 
repos;  le  centre  instantané  de  (S)  dans  le  mouvement  résul- 
tant se  trouvera  en  un  point  A  de  la  direction  de  la  ligne  des 
centres  déterminée  par  la  relation 

(i)  ^  =        ^'^^  OA.w  =  0'A.«', 

et  comme  —  est  constant  par  hypothèse,  il  en  est  de  même 

de  OA  et  O'A;  d'où  il  suit  que  le  lieu  géométrique  du  centre 
ins.tantané  de  (S)  sera  la  circonférence  de  centre  0  et  de 
rayon  OA  =  R  sur  le  plan  mobile  de  cette  figure,  et  la  circon- 
férence de  centre  0'  et  de  rayon  O'A  =  R'  sur  le  plan  fixe  de 
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(S'),  et  le  mouvement  relatif  de  (S)  par  rapport  à  (S')  sera 
défini  par  le  roulement  de  la  circonférence  OA  sur  la  circon- 
férence O'A. 

Ces  deux  circonférences,  appelées  circonférences  primitives 
de  l'engrenage,  sont  extérieures  ou  intérieures  Tune  à  l'autre 
selon  que  w,  w'  sont  de  sens  contraire  ou  de  même  sens,  d'où 
le  nom  ^'engrenage  extérieur  dans  le  premier  cas  et  A* engre- 
nage intérieur  dans  le  second. 

Comme,  dans  le  mouvement  relatif  ci-dessus  de  (S),  la 
courbe  mobile  am  ne  cesse  pas  d'être  tangente  à  la  courbe 
fixe  a' m,  on  a  ce  théorème  :  Dans  un  engrenage  cylindrique^ 
le  profil  des  dents  de  l'une  des  roues  est  l'enveloppe  des  posi- 
tions que  prend  le  profil  des  dents  de  l'autre  roue  lorsque  sa 
circonférence  primitive  roule  sur  celle  de  la  première. 

Si  donc  on  se  donne  le  profil  de  l'une  des  roues,  on  en  dé- 
duira le  tracé  de  l'autre  profil  par  les  méthodes  indiquées  au 
numéro  précédent,  et  l'on  voit  que,  dans  le  mouvement  réel 
de  l'engrenage,  la  normale  au  point  de  contact  des  deux  dents 
en  prise  passe  par  le  point  de  contact  des  circonférences  pri- 
mitives. 

La  portion  du  profil  des  dents  extérieure  à  la  circonférence 
primitive  s'appelle  la  téte  de  la  dent,  pour  la  distinguer  de 
l'autre  qui  en  est  le  flanc,  et,  d'après  une  remarque  faite  plus 
haut,  le  contact  ne  peut  avoir  lieu  qu* entre  un  flanc  et  une 
téte. 

Des  pleins  et  des  creux.  —  Pour  maintenir  constant,  autant 
que  possible  dans  la  pratique,  le  rapport  des  vitesses  angu- 
laires, on  s'arrange  de  manière  que  les  dents  de  chacune  des 
roues  soient  toutes  identiques  et  également  espacées.  Les 
portions  de  la  circonférence  primitive  déterminées  par  une 
dent  et  un  vide  portent  respectivement  les  noms  de  base  des 
dents  et  éUntervalle;  l'arc  de  cette  circonférence  compris 
entre  les  milieux  de  deux  bases  ou  de  deux  intervalles  con- 
sécutifs, que  l'on  appelle  le  pa^^  doit  être  une  partie  aliquote 
de  la  circonférence  entière. 

Le  pas  doit  nécessairement  être  de  même  pour  les  deux 
roues,  et  par  suite  une  commune  mesure  entre  les  deux  cir- 
conférences primitives;  car,  pour  que  le  contact  d'un  couple 
III.  3 
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de  dents  vienne  à  succédera  celui  du  couple  précédent,  il  faut 
que  les  circonférences  primitives  aient  tourné  du  même  arc. 
Si  l'exécution  des  roues  était  parfaite,  il  suffirait  que  les 
bases  fussent  égales  aux  intervalles;  mais,  comme  il  est  im- 
possible d'arriver  à  cette  perfection,  en  a  soin  de  donner  aux 
vides  sur  les  pleins  un  excédant  de  largeur  qui  est  générale- 
ment compris  entre  ~  ou  du  pas,  et  qui  est  le  jeu  de  l'en- 
grenage. Après  avoir  tracé  sur  les  circonférences  primitives 
les  divisions  correspondant  au  pas,  on  détermine  les  pleins 
et  les  vides  en  tenant  compte  du  jeu  fixé  d'avance,  d'après  le 
degré  de  précision  que  doit  comporter  l'exécution  de  l'en- 
grenage; puis  on  trace  le  profil  des  dents  de  l'une  des  roues 
en  se  donnant  celui  des  dents  de  l'autre  roue;  le  rapport  du 
nombre  des  dents  des  deux  roues  est  par  suite  égal  à  celui 
des  circonférences  primitives,  c'est-à-dire  à  celui  de  leurs 
rayons. 

Généralement  on  forme  chaque  dent  de  deux  parties  symé- 
triques par  rapport  au  rayon  qui  passe  par  leur  milieu;  de 
sorte  que,  si  la  largeur  des  dents  était  égale  à  celle  de  leurs 
intervalles  ou  s'il  n'y  avait  pas  de  jeu,  le  contact  aurait  lieu 
en  même  temps  des  deux  côtés  de  chaque  dent,  ce  qui  est 
irréalisable  dans  la  pratique,  car  les  moindres  irrégularités 
arrêteraient  le  mouvement  de  l'engrenage. 

Pour  limiter  l'influence  du  frottement,  comme  nous  le  ver- 
rons dans  un  autre  Chapitre,  il  convient  de  faire  en  sorte  que 
le  contact  n'ait  lieu  que  sur  une  petite  étendue  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  des  centres,  ou  que  les  arcs  correspon- 
dants des  circonférences  primitives,  par  suite  le  pas,  soient 
relativement  petits. 

Du  choix  des  profils.  —  Pour  que  la  construction  du 
n"*  12  puisse  conduire  à  un  résultat  pratique,  il  faut  choisir 
l'enveloppée  de  manière  qu'il  n'en  résulte  pas  de  pénétration 
avec  la  partie  utile  de  l'enveloppe.  Ainsi,  par  exemple,  si  les 
centres  des  cercles  tangents  de  la  tête  et  de  la  face  de  l'en- 
veloppée se  trouvaient  d'un  même  côté  de  son  point  d'inter- 
section avec  la  circonférence  primitive  (S),  les  deux  parties 
correspondantes  de  l'autre  profil  se  trouveraient  aussi  du 
même  côté  de  leur  point  commun  ;  et  comme  elles  se  péné- 
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treraient,  elles  ne  seraient  pas  susceptibles  d'une  exécution 
matérielle;  il  faudrait  donc  opter  entre.  Tune  ou  l'autre  de 
ces  parties  et  renoncer  à  faire  conduire  les  roues  avant  et 
après  la  ligne  des  centres,  ce  qui  peut  offrir  des  incon- 
vénients. 

On  doit  autant  que  possible  rejeter  également  tout  système 
de  courbes  dont  Tune  serait  complètement  ou  partiellement 
concave,  parce  que  cette  forme  peut  donner  lieu  à  des  arcs- 
boutements  que  nous  définirons  plus  loin,  qu'elle  présente 
des  difficultés  d'exécution,  et  enfin  que  les  dents  qui  en  ré- 
sultent ont  une  plus  grande  tendance  à  retenir  les  corps 
étrangers  quipeuvent  s'introduire  entre  elles. 

C'est  pourquoi,  dans  la  pratique,  on  n'emploie  que  quelques 
formes  d'enveloppées  à  l'abri  des  inconvénients  précités,  qui 
offrent  une  facilité  convenable  d'exécution,  et  qui  sont  com- 
prises dans  les  cas  spéciaux  dont  nous  nous  sommes  occupé 
à  la  fin  du  numéro  précédent.  Nous  aurons  donc  à  examiner 
plus  loin  les  différentes  solutions  pratiques  du  problème  des 
engrenages. 

De  la  continuité  du  mouvement.  —  Il  est  nécessaire  et  il 
suffit,  pour  qu'il  y  ait  continuité  dans  le  mouvement,  qu'il  y 
ait  toujours  deux  dents  en  prise;  on  satisfait  généralement  à 
celle  condition  en  disposant  l'engrenage  de  manière  que 
chaque  dent  cesse  d'agir  lorsque  la  suivante  arrive  à  la  ligne 
des  centres.  Il  faut  donc  limiter  les  dents  dans  le  sens  de  leur 
longueur,  par  la  circonférence  de  même  centre  que  la  circon- 
férence primitive  correspondante,  passant  parle  point  de  con- 
tact du  couple  de  dents  qui  suit  celui  qui  se  trouve  sur  la 
ligne  des  centres,  en  ayant  soin  d'adoucir  les  arêtes  vives  ré- 
sultant de  cette  troncature. 

Les  creux  de  chaque  roue  sont  définis  par  une  circonfé- 
rence semblable,  d'un  rayon  un  peu  inférieur  à  la  distance  du 
centre  à  l'extrémité  d'une  dent  de  l'autre  roue  amenée  sui- 
vant la  ligne  des  centres,  de  manière  à  laisser  entre  cette 
dent  et  le  fond  du  creux  un  espace  suffisant  (que  Ton  prend 
généralement  égal  au  y^^xx  pas)  pour  éviter  des  rencontres 
dans  le  cas  d'un  jeu  dans  les  coussinets  produit  par  l'usure. 

Des  arcS'boutements.—  On  sait  que  tous  les  corps  présentent 

3. 
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à  leur  surface  des  aspérités  plus  ou  moins  saillantes,  selon  le 
degré  du  poli.  Si,  suc  une  surface  plane  d'un  solide,  on  fait 
mouvoir  sous  un  certain  angle  le  tranchant  d'un  ciseau,  on 
n'éprouvera  que  la  résistance  due  au  frottement  de  glissement, 
si  le  déplacement  a  lieu  du  côté  de  l'angle  aigu  d'inclinaison; 
dans  le  cas  contraire,  le  ciseau  butera  ou  aura  une  grande 
tendance  à  buter  contre  les  aspérités  de  la  surface,  en  pro- 
duisant des  arrêts  ou  arcs-boutements  suivis  de  pénétration 
dans  la  matière  si  l'action  exercée  sur  le  ciseau  est  suffi- 
sante. 

Une  pareille  tendance  aux  arcs-boutements  aura  lieu  entre 
les  dents  de  la  roue  menante  et  celles  de  la  roue  menée, 
l'arête  qui  termine  les  premières  jouant  le  rôle  de  ciseau,  si  le 
contact  commence  avant  la  ligne  des  centres,  ce  qui  n'aura 
pas  lieu  au  delà  de  cette  même  ligne. 

On  devra  donc  chercher  à  éviter  que  le  contact  commence 
avant  la  ligne  des  centres,  et,  lorsque  les  circonstances  ne  le 
permettront  pas,  on  réduira  autant  que  possible  l'arc  d^ap- 
proche  (ou  de  contact  en  deçà  de  la  ligne  des  centres)  pour  di- 
minuer les  tendances  aux  arcs-boutants  (').  Par  opposition,  on 
désigne  sous  le  nom  d*arc  de  retraite  cç\\x\  qui  correspond 
au  contact  au  delà  de  la  ligne  des  centres. 

Engrenages  réciproques.  —  On  dit  qu'un  engrenage  est  ré- 
ciproque lorsque  chaque  roue  peut  être  menante  ou  menée 
dans  les  deux  sens.  On  voit  facilement  que  dans  ces  sortes 
d'engrenages,  lorsque  le  contacta  lieu  sur  la  ligne  des  centres, 
les  deux  couples  de  dents  adjacents,  correspondant  respecti-- 
vement  à  la  menée  dans  l'un  ou  l'autre  sens,  se  touchent  à  la 


Lorsque  l'arc  d'approche  est  considérable  et  que  les  dents  ne  sont  pas 
ou  ne  peuvent  pas  être  souvent  lubrifiées,  les  arcs-boutements  développent  une 
résistance  qui  surpasse  celle  qui  résulte  du  frottement  de  glissement  d'uue 
quantité  dépendante  de  la  nature  des  matières  en  contact,  de  l'action  mutuelle 
qu'elles  exercent  entre  elles,  de  la  masse  des  particules  enlevées,  de  la  profon- 
deur du  cisaillement,  etc.  Cette  résistance  est  celle  que  les  horlogers  appellent . 
le  frottement  rentrant  en  opposition  de  l'expression  de  frottement  sortant  qu'ils 
appliquent  au  contact  au  delà  de  la  ligne  des  centres.  Ces  deux  dénominations 
doivent  être  rejetées  et  il  serait  préférable  d'introduire  dans  le  langage  tech- 
nique l'expression  de  cisaillement  ^ouT  désigner  la  résistance  qui  vient  s'ajouter 
au  frottement  lorsque  le  contact  a  lieu  avant  la  ligne  des  centres. 
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limite  du  contact.  Il  y  aura  donc  toujours  deux  couples  de 
dents  en  contact,  Tun  avant  et  l'autre  après  la  ligne  des  centres. 

11  arrive  souvent  que,  par  de  simples  variations  de  vitesse", 
les  roues,  tout  en  continuant  à  marcher  dans  le  même  sens, 
sont  alternativement  menante  et  menée;  pour  atténuer  au- 
tant que  possible  les  chocs  résultant  de  ces  changements,  il 
ne  faut  donner  au  jeu  que  strictement  ce  qui  est  nécessaire 
pour  parer  aux  imperfections  de  Texécution  de  l'engrenage. 

14.  Relation  entre  les  vitesses  angulaires  de  deux  roues 
extrêmes  d'un  système  de  roues  dentées  engrenant  successi- 
vement l'une  avec  Vautre.  —  Soient  w,  w', . . . ,  w^"^  les  vitesses 
angulaires  de  ces  roues,  R,  R', .. R("^  les  rayons  de  leurs 
circonférences  primitives;  on  a,  d'après  la  condition  fonda- 
mentale à  laquelle  doit  satisfaire  tout  engrenage 


d'où 


W 


"R"' 


en  d'autres  termes,  le  rapport  des  vitesses  angulaires  des 
roues  extrêmes  est  le  même  que  si  elles  agissaient  directe- 
ment l'une  sur  l'autre;  d'où  le  nom  de  parasites  donné  aux 
roues  intermédiaires  qui  ne  modifient  en  rien  le  mouvement 
transmis. 

Il  faut  remarquer  que  les  rotations  de  la  première  et  de  la 
dernière  roue  seront  de  même  sens  ou  de  sens  contraires 
pour  .des  engrenages  extérieurs,  selon  que  le  nombre  des 
roues  parasites  sera  impair  ou  pair  :  ainsi  on  pourra  éviter  la 
construction  d'un  engrenage  intérieur,  en  se  servant  d'une 
roue  parasite  intermédiaire  entre  les  roues  extrêmes,  dont  les 
diamètres  seront  dans  le  rapport  inverse  de  celui  des  vitesses 
angulaires. 

15.  Engrenages  à  flancs  rectilignes.  —  L'engrenage  le  plus 
généralement  employé  est  celui  dans  lequel  le  flanc  des  dents 
de  l'une  des  roues  est  le  rayon  de  la  circonférence  primitive; 
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es  têtes  des  dents  de  l'autre  roue  sont  par  suite  des  épîcy- 
cloïdes,  que  l'on  tracera  d'après  la  méthode  indiquée  au  n®  12, 

(a).  Engrenage  extérieur {Jig.35).     Si  Tune  des  roues  doit 

Fig.  35. 


0 


0' 

toujours  conduire  l'autre  dans  le  même  sens,  en  s'imposant  la 
condition  que  la  prise  ne  commence  qu'à  partir  de  la  ligne  des 
centres,  il  suffit  de  limiter  les  dents  de  la  roue  menée  par  des 
flancs  rectilignes,  et  celle  de  l'autre  roue  par  des  faces  épicy- 
cloïdales.  L'engrenage  ainsi  construit  pourra  également  fonc- 
tionner dans  l'autre  sens,  la  première  roue  conduisant  tou- 
jours la  seconde;  mais  le  contact  n'aura  lieu  qu'avant  la  ligne 
des  centres,  ce  qui  est  un  inconvénient,  comme  nous'l'avons 
dit  plus  haut.  Pour  rendre  cet  engrenage  réciproque,  il  suffira 
de  former  chaque  dent  d'un  flanc  rectiligne  et  d'une  face  épi- 
cycloïdale,  correspondant  respectivement  à  la  face  épicycloï- 
dale  et  au  flanc  rectiligne  des  dents  de  l'autre  roue,  ce  qui  est 


TRANSFORMATION  DU  MOUYBIIENT  CIRCULAIRE  CONTINU,  ETC.  3g 

toujours  possible  géométriquement  et  matériellement.  D'après 
le  mode  de  tracé  du  profil  éplcycloïdal,  on  sait  que  le  contact 
d'un  flanc  a  lieu  sur  la  circonférence  décrite  sur  le  rayon  de 
la  circonférence  primitive  comme  diamètre,  ce  qui  permet  de 
limiter  facilement  les  dents. 

(6).  Engrenage  intérieur.  —  Si  la  grande  roue  doit  conduire 
le  pignon,  on  formera  chaque  dent  {Jig.  36)  d'une  face  épicy- 

Fig.  36. 
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cloïdale,  engendrée  par  le  roulement  sur  la  circonférence  pri- 
mitive d'une  circonférence  ayant  R  pour  diamètre,  et  le  contact 
avec  les  plans  du  pignon  n'aura  lieu  qu'à  partir  et  au  delà  de 
la  ligne  des  centres. 

Fig.  37. 


-  Si,  au  contraire,  le  pignon  doit  conduire,  il  devra  être  armé 
de  faces  épicycloïdales  qui  agiront  sur  la  portion  des  flancs  de 


4« 
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la  roue  extérieure  à  sa  circonférence  primitive;  mais  il  faudra 
entailler  en  conséquence  les  jantes  des  deux  roues  pour  laisser 
passer  les  dents  de  l'autre  (  fig.  37). 

Cet  engrenage  ne  peut  pas  être  réciproque,  car  on  voit  que 
dans  la  Jig,  37  on  est  obligé  d'entailler  les  flancs  rectilignes  du 
pignon  pour  que,  à  l'approche,  les  dents  de  la  roue  puissent 
se  loger  dans  les  intervalles  du  pignon.  En  se  reportant  à  la 
fig.  36,  on  reconnaît  sans  peine  qu'une  difficulté  analogue  se 
présenterait  si  l'on  voulait  munir  de  têtes  les  dents  du  pignon. 

(c).  L'engrenage  à  crémaillère  {fig.  38),  qui  sert  à  transfor- 
mer un  mouvement  circulaire  continu  en  rectiligne  continu. 


n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent,  en  supposant  que  le 
rayon  R'  de  l'une  de  ces  roues  devient  infini,  ce  qui  la  trans- 
forme en  une  tige  rectiligne  dentée.  La  relation  «'R'  =  wR  se 
trouve  remplacée  par  la  suivante  : 


dans  laquelle  V  désigne  la  vitesse  de  la  crémaillère.  Le  profil 
de  la  tête  des  dents  de  la  crémaillère  est  évidemment  la  cy- 
cloYde  décrite  par  un  point  de  la  circonférence  de  diamètre  R, 
roulant  sur  la  droite  primitive  de  la  crémaillère. 

Le  profil  de  tête  de  la  roue  est  l'enveloppe  d'une  perpendi- 
culaire à  la  droite  cl-dessus  roulant  sur  la  circonférence  pri- 
mitive de  la  voie,  enveloppe  qui  n'est  autre  chose  que  la  dé- 
veloppante de  cette  circonférence. 

[d).  Tracé  approximatif  des  flancs.  —  Les  constructeurs, 
dans  les  cas  ordinaires,  remplacent  l'épicycloïde  de  l'engre- 
nage par  un  arc  de  cercle  décrit  de  la  naissance  correspon- 
dante de  la  dent  suivante,  avec  un  rayon  égal  au  pas  ou  plutôt 


Fig.  38. 


y  = 


wR, 
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à  la  corde  qui  le  sous-lend.  Gel  are  se  confond  Irès-sensible- 
menl  avec  Tépicycloïde,  lorsque  le  pas  est  très-petil  et  que  les 
dents  ont  peu  de  longueur.  S'il  s'agit  de  pignons  très-petits  à 
dents  très-épaisses  pour  résister  à  des  efforts  considérables, 
on  peut  déterminer  le  centre  et,  par  suite,  le  rayon  de  l'arc 
de  cercle  que  Ton  doit  substituer  à  Tépicycloïde,  par  la  con- 
dition qu'il  passe  par  la  naissance  de  la  face  et  son  dernier 
point  de  contact,  et  qu'il  soit  langent  au  rayon  mené  au  pre- 
mier de  ces  points. 

(<?).  Inconvénients  de  1* engrenage  à  flancs  rectilignes,  — 
Engrenage  à  flancs  épicfcloïdàux .  —  Les  inconvénients  de 
l'engrenage  à  flancs  sont  les  suivants  :  i°  le  tracé  des  dents  de 
l'une  des  roues  dépendant  de  la  circonférence  primitive  de 
l'autre,  on  ne  peut  lui  faire  conduire  à  la  fois  plusieurs  roues 
de  diamètres  différents;  si  les  axes  des  roues  éprouvent  le 
moindre  déplacement  tout  en  restant  parallèles,  l'engrenage 
n'est  plus  exact;  3°  l'intensité  de  la  pression  exercée  entre 
deux  dents  augmente  à  mesure  que  l'on  s'éloigne  des  points 
de  contact,  ce  qui  tend  à  les  faire  user  inégalement,  en  raison 
de  Tinclinaison  variable  que  prend  la  normale  au  point  de 
contact;  mais  cet  effet  est  presque  annulé  lorsque,  comme 
cela  a  lieu  généralement  dans  la  pratique,  le  pas  est  très- 
petit. 

On  peut  éviter  le  premier  inconvénient  que  nous  avons 
signalé,  lorsque  la  roue  0  doit  faire  mouvoir  à  la  fois  plusieurs 
roues  extérieures,  en  donnant  à  ses  dents  pour  profil  de  face 
l'épicycloïde  décrite  par  un  point  de  la  circonférence?  {flg»^^) 
roulant  sur  sa  circonférence  primitive  et  en  prenant  pour  profil 
de  face  l'hypocycloïde  engendrée  par  le  même  point  de  la  cir- 
conférence P,  roulant  sur  la  circonférence  0'.  Le  flanc  et  la 
face  de  la  roue  0'  s'obtiendront  de  la  même  manière,  en  faisant 
à  l'inverse  rouler  la  circonférence  P  à  l'intérieur  et  à  l'exté- 
rieur des  circonférences  0  et  0'.  Le  cercle  générateur  est  tout 
à  fait  arbitraire,  pourvu  qu'il  soit  le  même  pour  toutes  les 
roues  qui  doivent  engrener  ensemble;  toutefois  il  faut  que 
son  diamètre  soit  au  plus  égal  au  rayon  des  cercles  primitifs, 
afin  que  le  flanc  ne  soit  jamais  convexe,  ce  qui  aurait  pour 
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effet  de  donner  à  la  naissance  des  dents  une  épaisseur  moindre 
qu'à  la  circonférence  primitive,  condition  mauvaise  au  point 
de  vue  de  la  solidité. 

Lorsque  le  contact  est  peu  étendu  de  part  et  d'autre  de  la 
ligne  des  centres,  on  peut  remplacer  approximativement  les 
arcs  d'épicycloïde  par  les  arcs  de  cercle  osculateurs  corres- 
pondant à  leur  partie  moyenne,  ce  qui  a  conduit  M.  Willis  à 
un  tracé  auquel  nous  ne  croyons  pas  devoir  nous  arrêter. 

(f).  Minimum  du  nombre  des  dents  d'un  engrenage  extérieur, 
—  Pour  qu'il  y  ait  compatibilité  entre  les  conditions,  que  les 
dents  aient  une  forme  symétrique;  et  que  le  contact  ait  encore 
lieu  entre  un  couple  de  dents  lorsque  celui  du  couple  précé- 
dent commence,  il  faut  que  le  nombre  des  dents  de  chaque 
roue  ne  descende  pas  au-dessous  d'une  certaine  limite,  au  delà 
de  laquelle  les  vides  qui  les  séparent  ne  seraient  plus  suffl- 
sants  pour  recevoir  les  dents  de  l'autre  roue,  et  c'est  cette 
limite  que  nous  nous  proposons  maintenant  d'établir. 

Nous  restreindrons  d'abord  la  question  au  cas  où,  la  prise 
ayant  lieu  sur  la  ligne  des  centres,  le  contact  cesse  entre  le 
couple  de  dents  suivant. 

Soient 

n,  n'  le  nombre  des  dents  du  pignon  0  et  de  la  roue  0'  ; 
R      n  ^ 

i,  V  les  rapports,  au  pas,  des  intervalles  des  dents  des  roues 

0,  0'; 

9.7rR      27rR'  , 

a=^  =  — j—  le  pas; 

n         n'  ^ 

9  =  —  l'angle  au  centre  de  la  circonférence  0  correspondant 

au  pas. 

1*»  La  roue  conduit  le  pignon.  —  Les  dents  du  pignon  sont 
formées  de  flancs  rectilignes,  et  celles  de  la  roue  de  faces 
épicycloïdales;  si  m  [Jig.  Sg)  est  le  dernier  point  de  contact 
entre  deux  dents,  on  a 

AO/w  = 
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Il  faut  d'abord,  pour  qu'une  deni  de  chaque  roue  puisse  être 
contenue  dans  le  vide  de  l'autre,  que 

d'où 

(I)  i-^i'lh 
condition  que  nous  supposerons  remplie. 

Fig.  39. 


L'angle  mO'A  doit  être  au  moins  égal  à  l'angle  formé 
avec  00'  par  le  rayon  mené  au  milieu  de  la  dent  de  la  roue  en 
contact  au  point  m,  ou  à 


et  l'on  doit  avoir 


tang/wO'A^  tang-  (i  -f-  /')  pi. 


Si  TwN  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  00', 
on  a 

O'N  =  R'  -f-  AN  =  R' H-  R  sin'y, 
tangwO'A=  ^  -  ^  ^  


O'N      2  1  H-  pi  sin^f 
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L'inégalité  ci-dessus  devient  par  suite 

(,)   —  >  Ung^  -^a?. 

I  -h  -  —  -  COS  2  Cp 
2       2  * 

En  général,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,    est  égal 
à  y  augmenté  du  jeu,  que  nous  supposerons  d'abord  nul. 
Il  nous  reste,  par  suite,  à  satisfaire  à  l'inégalité 

(2)   î-  ^  ^  tang(|/x.2  , 

^   '  2 -h /X  —  2p  C0S2y  -       o\8r  /» 

qui  devient,  dans  le  cas  de  fx  =  o, 

sin2(p  y  3 
2y   =  4 

ou,  en  évaluant  9  en  degrés, 

(3)   c.  o,oi3i. 

^    '  2(p  ~ 

Si  l'on  remarque  que  le  minimum  de  n  est  donné  par 

180° 

72  =   5 

9  étant  la  valeur  en  degrés  donnée  de  la  formule  (2)  trans- 
formée en  équation,  on  trouve,  en  résolvant  cette  équation  : 


Pour 

...    <p  =  37°,o, 

d'où  n 

10, 

Pour 

n  = 

Pour 

2_ 

...  ?-3o°,5, 

n  = 

12, 

Pour 

a 

...  ?-a8°,5, 

n  = 

i3, 

Pour 

P  = 

4 

...    ?  =  a6°,4, 

n  = 

i4> 

Pour 

...  ¥-a3°,6, 

n  = 

i5, 

OU  ires-exactement 

(4)  «=io-^5p('). 


(•)  Au  lieu  de  celte  formule,  Savary  est  arrivé  à  la  suivante  : 

n  =  io{i-hfi.) 

qui  donne  des  résultats  plus  forts  lorsque  fi  atteint  une  valeur  appréciable. 
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Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  tenir  compte  du  jeu, 
que  nous  représenterons  par  di',  cette  quantité,  ainsi  que  la 
variation  correspondante  d(f  de  9,  étant  supposée  assez  petite 
pour  que  l'on  puisse  en  négliger  les  puissances  supérieures  à 
la  première. 

En  diiférentiant  la  formule  (i),  considérée  comme  équation, 
par  rapport  à  la  caractéristique  S,  on  trouve 

^_  sr  

quantité  qui  est  évidemment  égale  à  —  ^«  En  ayant  égard 
aux  valeurs  de  9  données  plus  haut,  on  trouvé  : 

Pour  a  =  o.-   ~  =  i,o5^/', 

Pourfx=i   ^  =  1,08^1', 

Pour    =  l   ^  =  1,11^/', 

^  ,  Sn 

Pour  fx  =  J   — -  =  . 

Pour  fA  =  4   ^  =  i,iidV, 

Pour  fA=^  I   =  i,o8^/', 

de  sorte  que,  en  prenant  pour  n  le  nombre  entier  immédiate- 
ment supérieur  à  la  valeur  de 

(5)  «  =  (io-h5fA)(i-T-i,  11^/), 

on  sera  certain  que  Tengrenage  sera  possible,  au  moins  en 
dehors  des  conditions  de  résistance  qu'il  doit  remplir,  et  qui 
ne  le  seront  pas,  notamment  dans  le  cas  de  dents  trop  pointues 
et  d'efforts  moteurs  et  résistants  trop  considérables. 
2*»  Le  pignon  conduit  la  roue.  —  Au  lieu  de  la  formule  (2) 
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on  obtiendra  la  suivante  : 


6)   ^  -,5tang— r  î2«p', 


qui  s'en  déduit  par  analogie,  en  y  remplaçant  [jl  par  -  et  9 


par  9'-^- 


De  la  limite  de  9'  tirée  de  cette  inégalité,  on  déduira  celle 
qui  résulte  de  la  condition  relative  à  un  engrenage  réciproque, 
et  qui  sera  la  seule  à  laquelle  on  aura  à  satisfaire.  Il  suffit,  pour 
s'en  convaincre,  de  remarquer  que  les  faces  des  dents  de  la 
roue  sont  des  épicycloïdes  aplaties,  et  que  celles  du  pignon 
sont  des  épicycloïdes  allongées,  de  sorte  que,  pour  un  con- 
tact d'une  même  étendue,  l'arc  de  la  circonférence  primitive 
correspondant  à  la  naissance  et  à  l'extrémité  d'un  arc  de  face 
sera  moindre  pour  le  pignon  que  pour  la  roue. 

Si  Ton  n'exige  pas  que  le  contact  cesse  pour  un  couple  de 
dents,  lorsque  la  nouvelle  prise  commence  à  la  ligne  des  cen- 
tres, ou  que  l'on  admette  qu'elle  puisse  se  produire  avant 
cette  ligne,  la  limite  inférieure  du  nombre  des  dents  du  pignon 
peut  être  plus  grande  que  celle  que  donne  la  formule  (5);  il 
faut  alors  faire  intervenir  les  arcs  d'approche  et  de  retraite, 
que  nous  représenterons  par  aa,  av,  a  et  étant  des  fractions 
du  pas  dont  la  somme  est  égale  à  une  ou  deux  unités,  selon 
que,  lorsque  le  contact  est  sur  le  point  de  cesser  entre  un 
couple  de  dents,  il  commence  entre  le  couple  précédent  de 
l'autre  côté  de  la  ligne  des  centres,  ou  qu'il  y  a  déjà  une  prise 
sur  la  ligne  des  centres  et  une  autre  qui  commence  immé- 
diatement en  deçà  de  cette  ligne;  9  continuant  à  désigner 

l'angle  — >  nous  devrons  avoir 


mfi'm  =     O'A  -f-*AO'/w,    w,  O'A  =  —  =  |X(pa, 
d'où 


n 


mais  on  a 
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D'autre  part,  on  trouverait  comme  plus  haut,  en  remarquant 
que  Tangle  AOm  est  égal  à  «^9, 

tamgkÇym  =  i-   1  • 

1         u  u 

Il  faudra  donc  satisfaire  à  Tinégalité 

(7)  ^tangfA(p(  a), 

qui  permettra  de  déterminer  le  maximum  de  9  et  le  minimum 
de  n  pour  des  valeurs  attribuées  h  yi,  a  ei  x^. 

On  déduira  facilement  de  la  formule  (7)  celle  qui  serait  re- 
lative au  cas  où  la  roue  serait  conduite  par  le  pignon. 

(g").  Limite  du  nombre  des  dents  dans  l'engrenage  à  flancs 
intérieurs.  —  Il  est  facile  de  s'assurer  que  les  formules  rela- 
tives à  cette  question  se  déduiront  des  équations  (i),(6),  (7  ), 
en  y  changeant  le  signe  du  cosinus  qui  entre  dans  la  dénomina  - 
tion  du  premier  membre;  mais,  comme  Tengrenage  intérieur 
est  peu  employé,  nous  n'avons  pas  cru  devoir  faire  l'applica- 
tion de  ces  formules. 

(A).  Relations  entre  le  pas,  la  saillie  et  l'épaisseur  des  dents 
dans  l'engrenage  extérieur,  —  Soient 

«,  aay  av  le  pas,  les  arcs  d'approche  et  de  retraite; 
e,  e'  et      e\  les  épaisseurs  du  pignon  et  de  la  roue  à  la  cir- 
conférence primitive  et  à  l'extrémité; 
/i,  l\  les  saillies  de  ces  dents. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  roue  0'  {Jig,  39).  On  a 

27rR      27rR'  ,     ^      na        ,  n'a 

  =  — =  a.    dou    R=  — ï    R  =  — 5 

n  ri  27r  27r  ' 

puis 

AO/w  =  ?    AOA,  =  — p, 

n  n 

V-0'm-W=  O'/w-— , 
'  27r 


=  2^,  A',  =  ^B'.0'AV 
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Mais  on  voit  facilement  que 


0'm=  y^R'^ 


-i-  Am'-h  2R'A/w8inA0//i 


=  —  k/n'^-i-n(n  -h  m')  sm'  j 

2/2  Y  ^  '  n 

et,  comme  plus  haut, 

.  n  sin  

a  -+-  fz  —  fzcosaAO/w      m' n  —  /zoos  — 

d'où,  en  remarquant  que  l'angle  B'jO'A',  est  généralement  assez 
petit  pour  que  l'on  puisse  le  considérer  comme  égal  à  sa  tan- 
gente, 

b{o^  =  tangB^O^,  =  tang(AOA;  -  00^) 

(  a/2  -h  n  —  /zcos-^  j  tang-^j  /isin-^ 

a/2  -h  /2  —  /2  008   h  n  sm  -^^ —  tang  

par  suite 

\     ,      ,      (  2/2'-+- /2  — /2C0S-Î — ^)tang— 7  n^\ïi^—r 

\       —  e\  ^  \  n   I      ^  n'  n' 

f       n'a     ~~        ,  ânx,         .  ^irv  ^  nvv 

un -h  n  — ncos-  h/2sm-2^ — •  tang 

\  n  n        ^  n' 

On  obtiendra  des  formules  semblables  pour  le  pignon  en 
changeant  dans  ces  dernières   en  a  et  /i  en  n',  et  inversement. 

Ces  formules  sont  trop  compliquées  pour  qu'on  puisse  les 
discuter  facilement;  mais  dans  les  cas  ordinaires  de  la  pra- 
tique, que  nous  allons  maintenant  examiner,  on  peut  leur  faire 
subir  sans  erreur  appréciable  des  simplifications  importantes. 

i<*  Cas  des  petits  arcs  d'approche  et  de  retraite.  —  Supposons 
que  71,  n'  soient  assez  grands  pour  qu'on  puisse  négliger  les 

puissances  supérieures  à  la  seconde  des  angles        ^«  La 
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première  des  formules  (i)  donne,  en  conservant  seulement 
les  termes  du  second  ordre, 

On  trouverait  de  même 

(a')  l  z=an  ; — a'. 

^    '  ^  nn' 

En  admettant  un  jeu  de  yô  du  pas  pour  le  creux,  ou  à  très- 
peu  près  ^)  on  a,  pour  la  longueur  totale  des  dents  des  deux 
roues, 

La  seconde  des  formules  (i)  donne,  en  continuant  l'approxi- 
mation adoptée, 

e'—e\  aTrt/' 
(3)  {  d'où 


2  -f-  fx 

On  trouverait  de  même 


  =   ) 

a  n 

e—  e,  = 


on  a 


Afx  4-  1 

Nous  remarquerons  que,  dans  les  cas  ordinaires  où  a=t'=  i , 

2*»  Cas  d'un  pignon  d'un  petit  diamètre.  —  Lorsque  le 

rapport  /^=-^  est  petit  et  descend  au-dessous  de  |  par 
n 

exemple,  on  peut,  sans  grande  erreur,  négliger  le  carré  de  ft 


III. 
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devant  Tunilé,  el  la  première  des  formules  (i)  donne 

/'  —  —  riu.  ^  sm'  

(8)  { 

'      27r  \       2  y  n 
n 

On  peut  aussi  écrire 
tangOO'm  =  ^  =  fxsin  —  U  -  f*  h-    cos  —  j, 


f*  sm  - 

fx  cos- 

00^ 


OO'/w  —  tangOO'/w  -  tang 


2 


a   .    it^'oV  l  /li^x,       ï    .  27rt'\'l 

=  Ç  sin  - —  2  —  fx(  2  —  COS   h  -  sm  )  j 


et  enfin 


sin 


(9)  -^-=^^--J^[^-t^['-<^'—-''^—)]' 


Comme  généralement,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on 
s'arrange  de  manière  que  Tare  d'approche  soit  toujours  très- 
petit,  il  suffira  d'appliquer  les  formules  (3')  pour  les  dimen- 
sions des  dents  du  pignon. 

16.  Engrenage  à  développante  de  cercle,  —  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  (12),  si  le  profil  de  l'une  des  dents  de  l'une 
des  roues  est  la  développante  d'un  cercle  qui  lui  est  concen- 
trique, le  profil  des  dents  de  l'autre  roue  sera  également  la 
développante  d'un  cercle  qui  lui  sera  concentrique,  et  dont  on 
effectuera  facilement  le  tracé. 

Pour  rendre  l'engrenage  réciproque,  on  forme  chaque  dent 
de  deux  parties  symétriques,  et  on  limite  les  faces  de  ma- 
nière que,  lorsq'u'un  couple  de  dents  est  en  prise  sur  la  ligne 
des  centres,  le  contact  cesse  pour  le  couple  suivant  en  même 
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temps  qu'il  commence  pour  le  couple  précédent.  Si  le  cercle 
qui  limite  les  extrémités  des  dents  de  Tune  des  roues  coupe 
le  cercle  enveloppe  du  profil  des  dents  de  l'autre  roue,  on* 
complète  les  dents  et  les  creux  de  cette  dernière  par  deux 
rayons  et  une  circonférence  qui  lui  soit  concentrique  [fig.  4o). 

Fig.  40. 

Oh 


Pour  éviter  que  les  dents  ne  soient  trop  affaiblies  à  leurs 
extrémités  par  suite  du  rapprochement  des  développantes,  on 
donne  à  la  normale  commune  au  point  de  contact  la  plas 
grande  inclinaison  possible  sur  la  ligne  des  centres.  Considé- 
rons, par  exemple,  le  cas  de  l'engrenage  extérieur,  le  même 
raisonnement  s'appliquant  à  l'engrenage  intérieur,  et  abais- 
sons du  point  de  contact  A  des  circonférences  primitives  la 

4. 
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perpendiculaire  AC  sur  le  rayon  du  pignon  limitant  l'arc  AB 
pris  égal  au  pas.  Soit  C  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  0'  sur  la  direction  de  la  droite  qui  joint  les  points  A 
et  C;  on  satisfera  à  la  condition  que  Von  s'est  imposée  en 
prenant  pour  circonférences  enveloppantes  celles  qui  ont 
pour  rayons  OC,  O'C.  Il  est  clair,  en  efifet,  qu'une  dent  du 
pignon  parvenue  à  une  distance  égale  au  pas  du  point  A  sera 
poussée  par  son  premier  élément,  et  qu'elle  ne  pourra  plus 
rétre  au  delà.  Toutefois  il  faudra  prendre  l'inclinaison  CC' 
sur  00'  un  peu  au-dessous  de  la  limite  précédente,  pour  faire 
la  part  de  légers  défauts  de  pose. 

L'engrenage  intérieur  est  réciproque,  mais  il  offre  l'incon- 
vénient de  conduire  à  des  dents  concaves  pour  la  roue,  incon- 
vénient que  l'on  ne  peut  atténuer  qu'en  multipliant  suffi- 
samment le  nombre  des  dents. 

Si,  par  un  défaut  de  pose  ou  l'usure  des  coussinets,  la  dis- 
tance des  axes  vient  à  varier,  les  dents  continueront  à  agir 
suivant  une  normale  commune,  mais  différente  de  celle  qui 
avait  été  fixée,  et  les  efforts  transmis  continueront  à  rester 
dans  le  même  rapport  qu'auparavant,  puisque  le  rapport  des 
rayons  des  circonférences  primitives  est  égal  dans  tous  les  cas 
à  celui  des  rayons  des  circonférences  enveloppées;  de  sorte 
que  l'usure  des  dents  sera  beaucoup  plus  régulière  que  dans 
tout  autre  système  d'engrenage. 

Le  tracé  du  profil  des  dents  du  pignon  ne  dépendant  que  de 
son  rayon  et  de  l'inclinaison  de  la  normale  sur  la  ligne  des 
centres,  on  voit  qu'une  même  roue  pourra  conduire  à  la  fois 
des  pignons  de  diamètres  différents.  On  déterminera  le  profil 
relatif  à  la  roue  pour  le  plus  petit  pignon  et  l'on  en  déduira 
ensuite  les  profils  des  autres  pignons. 

Malgré  cet  avantage,  l'engrenage  à  développante  est  pen 
employé,  en  raison  de  la  convergence  des  profils  qui  affaiblit 
beaucoup  les  dents,  surtout  pour  les  pignons  d'un  faible  dia- 
mètre par  rapport  à  celui  de  la  roue. 

{a).  Tracé  par  un  arc  de  cercle.  —  Si  le  contact  est  peu 
étendu  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centres,  on  peut  rem- 
placer approximativement  les  deux  développantes  par  deux 
arcs  de  cercle  de  centres  C,  C  et  de  rayons  AC,  AC. 
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(  6  ).  Minimum  du  nombre  des  dents  dans  l'engrenage  exté- 
rieur à  développante  de  cercle.  —  Comme  au  n°  15,  dont  nous 
conserverons  les  notations,  nous  nous  imposerons  d'abord  la 
condition  que  le  contact  commence  à  la  ligne  des  centres. 

Soient  {  Jig.  40  E'i  naissance  de  la  développante  re- 
lative à  la  roue  0',  lorsque  le  contact  a  lieu  en  A  et  en  m; 

Fig.  4i. 


y  l'angle  formé  par  la  normale  CC  en  A  avec  la  tangente  au 
même  point  menée  aux  circonférences  primitives.  On  a 

km  =  E;  E',  =  OC'.AOA;  =  fx^R'cosv  =  <ï>R  COS7, 

/WN  =:  A/7Î.COS7  =  ?R  008^7  =  <pR  -j 

tang/wO  A  =  ^  ■. — 

2  H- p<ï>  sm27 


et,  comme  on  doit  avoir 


/7îO'A>fX(p 


il  faut  satisfaire  à  l'inégalité 

(0 


^  — _  tang  u.(u  

2  -H  fx«p  sin27  ~         ^  2 


mais  nous  avons  vu  plus  haut  qu'il  y  avait  avantage  à  prendre 
<p  =:y  ou  à  supposer  que  les  points  m  et  C  coïncident,  ce  qui 
donne 

,  ,  a<p(n- C0S2<p)  ^  . 

2)  —  : — ^^tangacp  
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Si  Ton  néglige  d'abord  le  jeu  sur  lequel  nous  reviendrons  plus 
loin,  on  a  i'  =  i,  el 

formule  qui,  considérée  commè  équation,  donne  les  résultats 
suivants  : 

o 

Pour  f*  =  o   ç  =  3o,o   d*où    n  =  12, 

Pour  p  =  y   (f  =  28,0  «  =  12, 

Pour  fA  =  I   y  =26,5  /I  =  14, 

Pour     =  i   <p  =  25,0  /I  =  i5, 

Pour  fA  —  I   ^  =  23,5  M  =  16, 

Pour  f*  —  I   (j)=22,5  «^16; 

on  peut  donc  employer  la  formule 

(4)  /2  =  I2-f-5f*  (>) 

pour  représenter  le  minimum  du  nombre  des  dents  du  pi- 
gnon. 

Pour  voir  maintenant  quelle  peut  être  l'influence  du  jeu,  il 
suffit  de  différentier,  en  <p  et  /,  la  formule  (2),  considérée  comme 
équation,  par  rapport  à  la  caractéristique  d,  de  supposer  en- 
suite   =     ce  qui  donne,  en  posant  29  =  ^  et  multipliant 

les  termes  linéaires  en  x  par  le  coefficient  numérique  déter- 
miné ci-dessus  pour  pouvoir  évaluer  cet  arc  en  degrés, 

^£  _  

X  ~      n  ~~  l      i-f-cosj:— o,oi745arsinar  1 

2  H-  0,00873  nx  sinx 

l  3      \  I     0,00873  aar(i-i-cosar)sinj:l  3 

(  fAH-  cos-  fAj:  )  <   \  ^  r- — rr-}  

\'  4      y  J      (2  rH  0,00873 fx^smo:)^  (  2 

0,01745  COSar 

(2  -t-  0,00873  fx.r  sinj?)* 

formule  que  l'on  applique  facilement  aux  cas  examinés  plus 
haut,  surtout  en  conservant  les  détails  des  calculs  déjà  efifec- 


(  '  )  Savary  a  trouvé 

n  =  16  +  3/t. 
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lués;  on  trouve  ainsi 


Pour  ix  =  o   —  =1,11  oi\ 


Pour       {    -^  =  i,i4^/', 


Pour  fx=  ;   —  ==:i,i3^i', 


Pour  iL=  I   ^  =  i,i8^/', 

Pour    =  {   ^=i,i9oY, 

Pour  a  =  I   —  — - 1 , 1 1  Si'. 

On  peut  donc  poser 
(5)  n  =  (la-H  5fx)  (i4-i,2^/'). 

L'engrenage  intérieur  n'étant  presque  jamais  employé,  il 
serait  sans  intérêt  de  rechercher  les  limites  du  nombre  des 
dents  qu'il  doit  comporter. 

(c).  Relations  entre  le  pas,  la  saillie  et  V épaisseur  des  dents 
de  V engrenage  extérieur  à  développante  de  cercle,  —  Pour 
des  motifs  que  nous  avons  exposés  plus  haut,  on  emploie  peu 
l'engrenage  à  développante  de  cercle,  et  les  rares  applications 
que  l'on  en  fait  se  rapportent  à  l'engrenage  extérieur  réci- 
proque, dans  lequel  les  arcs  d'approche  sont  par  suite  égaux 
au  pas,  qui  est  pris  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  négliger 
les  puissances  supérieures  à  la  seconde  des  angles  au  centre 
correspondant  dans  les  deux  circonférences  primitives.  Nous 
ne  considérerons  donc  que  le  cas  particulier  que  nous  venons 
de  définir;  nous  conserverons  d'ailleurs  :  les  notations  ci- 
dessus,  en  supposant  l'angle  y  du  même  ordre  de  grandeur 
que  les  angles  d'approche  et  de  retraite;  2»  celles  du  n®  15, 
où  nous  avons  traité  la  même  question  pour  les  engrenages 
à  flancs.  La  Jlg.  donne 

O'm  =  V^A^VR'^-i-aÂ^R'sinv  =  y/R'=»  h-  4R'  ^     2  RR'  ^  y 

=  R'  ^i^8p^~  ^ifA^V^ 
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d'où,  pour  la  saillie  F,  m  de  la  dent  Ai  m, 

mais  nous  avons  vu  qu'il  était  avantageux  de  prendre  y  = 
nous  aurons  par  suite 

On  trouvera  de  même 

(•')  '.=HT-^^j=— • 

On  a  AO'A'=  fxç;  Tangle  mO'A  peut  être  considéré  comme 
égal  à  sa  tangente,  c'est-à-dire,  d'après  l'article  précédent,  à 

— f^y^Q^^y        ^  donc,  en  ne  conservant  que  les  termes  du 

n-/ut9sm2y'  ^ 

troisième  ordre, 

771  O'A,  =  fX(p  -  7        J  =  M  (f  -h  fiipv)  , 
I  -r-  i*-Yf 

d'où 

(b)  -  e',  =  aR>(p  (7'  -f-  fx^py)  =  2«  (7'  -h  f*n), 

OU,  en  supposant  9    y  =  —  , 

(a)  e'=e'.=  «-j:f(,H-f.). 

On  trouverait  de  même 

^  —  ^,  =  2«  ^7' -h  =  2^(7' -h 

OU 


Si  maintenant,  en  négligeant  le  jeu  latéral,  on  suppose 
a  =  2e  =  2e',  et  que  l'on  admette  pour  les  creux  un  jeu 
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I  TT  '  ^ 

de  —5  soil  à  peu  près  3^»  on  a 


17.  Engrenage  à  lanterne.  —  Dans  cet  engrenage,  le  pignon 
qui  porte  le  nom  àa  lanterne  est  formé  de  deux  plateaux  cir- 
culaires ou  tourteaux  réunis  près  de  leurs  circonférences  par 
une  série  de  cylindres  circulaires  {fuseaux)  équidistants, 
parallèles  à  Taxe  de  rotation,  et  dont  les  axes  sont  à  une  dis- 
tance constante  de  ce  dernier.  Les  dents  de  la  roue  {rouei), 
qui  portent  le  nom  d'alluchon,  sont  implantées  dans  la  roue 
et  sont  ordinairement  en  bois,  tandis  que  les  fuseaux,  qui 
s'usent  plus  facilement,  sont  en  fonte  ou  en  fer  et  rarement 
en  bois. 

Considérons  d'abord  Tengrenage  extérieur  :  l'enveloppée 
étant  une  circonférence,  on  exécutera  le  tracé  du  profil  des 
alluchons,  d'après  la  mélhode  indiquée  au  n"  12,  en  remar- 
quant que  l'on  ne  devra  prendre  que  la  portion  de  l'enveloppe 
extérieure  à  la  circonférence  0  pour  éviter  une  forme  concave 
pour  les  dents.  On  s'assurera  facilement  que  le  contact  a  lieu 
exclusivement  après  ou  avant  la  ligne  des  centres,  selon  que 
le  rouet  conduira  ou  sera  conduit;  mais,  dans  les  deux  cas, 
les  rotations  seront  nécessairement  de  sens  contraire. 

Cet  engrenage  n'étant  pas  réciproque  et  nécessitant  pour 
les  fuseaux  des  diamètres  relativement  grands,  ce  qui  donne 
lieu,  par  suite,  à  des  frottements  considérables,  est  peu  em- 
ployé. 
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Dans  rengrenage*tnlérieur,  on  tracera  Tépicycloïde  engen- 
drée par  un  point  de  la  circonférence  primitive  du  pignon 
dans  celle  de  la  roue,  puis  la  courbe  obtenue  en  diminuant  ses 
normales  d'une  longueur  égale  au  rayon  du  fuseau.  Les  dçnts 
du  rouet  ainsi  déterminées  seront  concaves,  inconvénient  à 
ajouteràceuxqu'on  a  signalés  plus  haut.  On  remarquera  que,  si 
le  rayon  de  la  grande  circonférence  est  double  de  celui  de  la 
petite,  l'enveloppe  des  fuseaux  se  réduit  à  une  droite,  ce  qui 
permet  d'établir  le  rapport  ~  entre  les  vitesses  angulaires  au 
moyen  de  la  disposition  suivante,  qui  est  assez  curieuse. 
La  roue  porte  six  flancs  en  ligne  droite  formant  rainures  dans 
autant  de  bras  de  la  roue;  le  pignon  est  muni  du  trois  galets 
représentant  les  fuseaux  glissant  dans  les  rainures,  et  dont 
deux  sont  toujours  en  prise. 

Une  semblable  disposition  est  également  applicable  à  un 
nombre  de  galets  supérieur  à  trois,  mais  la  solution  pratique 
devient  moins  simple. 

{a).  Minimum  du  nombre  des  fuseaux,  —  Supposons,  comme 
cela  a  lieu  habituellement,  que  la  lanterne  soit  le  pignon,  et 
proposons-nous  de  déterminer  le  minimum  du  nombre  des  fu- 
seaux qu'elle  peut  porter  pour  que  l'engrenage  soit  possible. 

Conservons  les  notations  des  n°*  15  et  16,  <p=  —  étant 

.  l'angle  au  centre  de  la  lanterne  correspondant  au  pas  a,  ia,  i'a 


les  vides  respectifs  de  la  lanterne  et  du  rouet.  Soient  [Jig.  fyi) 
C,  C  les  centres  d'un  fuseau  dans  les  positions  respectives 
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OÙ  la  menée  a  lieu  à  la  ligne  des  centre^  et  où  elle  finit  au 
point  m. 

La  condition  de  continuité  du  mouvement  exige  que  l'angle 
C'OC  soit  au  plus  égal  à  9,  et,  en  admettant  l'égalité,  on  a 

Pour  qu'une  dent  du  rouet  puisse  pénétrer  dans  l'inter- 
valle des  fuseaux  C  et  C,  il  faut  (15)  que 

tang/?i 0' A >  tang 2  ( i-f- 1" )  p. 
Or  le  rayon  des  fuseaux  a  évidemment  pour  expression 


«C  =  2R sin (f  (^~~^  ^ 


et,  si  mN  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  00', 
on  a 


/TiN  =  RsinAOC—  wC'cos- 


2 


=  Rsin(3  -/)-  —  îRsin^ — -  9  cos(3  —  1)? 
=3  4Rcos(3  — /)  I  cos(5-30  ^sin^i^^y; 

et  comme 

A  XT  XT  ..  A.OC 

AN  =  wNtang  ? 

2 

l'inégalité  ci-dessus  devient 

4fACOs(3  —  /)  ^  cos(5  —  3/)  7  sin  (i-i-  0  ? 
/V                      4                4             4>,  iH-' 
(i)  — ItangfA  (p. 

i-|-4f*sin(3  — /)  7  cos(5  — 3/)  ^sinfn-/)?  "  ^ 

4  4  4 

Pour  donner  aux  fuseaux  une  résistance  suffisante,  on  fait 
en  sorte  qu'ils  correspondent  au  moins  à  la  moitié  du  pas; 
nous  supposerons /  =  i,  el,  en  négligeant  d'abord  le  jeu,  nous 
aurons  i'  ==  7. 
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Si  donc  on  pose  ^ 


la  formule  (i)  devient 


,  ,  4iA  cos5xco87xsin3j:    >  ^  . 

^  '  I  H- 4   sin5^cos7xsm3a:        ^  ^ 

Pour  |:x  =  o,  on  aura 

cos5a:  co&yx  sin3x>  |a: 

OU,  en  évaluant  x  en  degrés, 

cos5a?  COS7X  sinéx^  0,02617a: 
ety  de  la  même  manière, 

On  trouve,  après  quelques  tâtonnements  : 

o 

Pour     =r  o                a:  =  7,2i,  d*OÙ    n—  7, 

Pourfx  =  ^                jc  =  6,43,  72=  7, 

PourfA  =  j                a:  =  5,70,  /î=  8, 

Pour    =  I                x  =  4,86,  72  =  10, 

ce  qui  conduit  à  poser 

(4)  /2  =  7  +  3p  (M. 

Si  maintenant  on  veut  tenir  compte  du  jeu  latéral  ô/',  en 
supposant  qu'il  soit  supporté  seulement  par  les  alluchons,  on 

trouve  que  —  va  en  croissant  de  0,40  ôi'  à  0,720/'  pour  les 

valeurs  respectives  de  /x  =  o,  =  de  sorte  que  la  for- 
mule (4)  corrigée  peut  être  représentée  par 

(5)  /2  =  (7-h3fz)(i-f-o,8(î/'). 

(e).  Relations  entre  le  pas  et  les  dimensions  des  alluchons. — 
En  conservant  les  notations  du  numéro  précédent  et  celle 


(')  Savary  a  trouvé 
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des  n***  15  et  16,  on  a 

0'm=  Vâ^'  -+-R'='-f-  2Â]^.R'cosAOC', 
<^ 

AC'  =  2R8in  —  =  2Rsin(3~0T' 

7wC'  =  2R8in(i— i)  ^) 

(a)         Am  =  AC— /wC'=4Rsin(i-+-/)|c5os(5-3/)|, 

4  4 

[h)  cosOAC'=sm(3-/)|î 

par  suite,  en  supposant  i  =  j,  9  =  —, 


0'/w  =  R'y/ 


.    /yj-a^TT         ni:  .Stt  77r.57r 

I  H-  i6fA'  sm^  7  -  cos'  7  — h  8 fA  sm 7  -  cos  7  -  sm  7  -  • 
^  n       in       ^     4/2      4/2  4/2 


Si  nous  supposons  maintenant  que,  par  suite  des  valeurs 
attribuées  à  /i  et  les  derniers  termes  sous  le  radical 
soient  assez  petits  pour  que  Ton  pqisse  négliger  les  puis- 
sances supérieures  à  la  première,  et  si  nous  remarquons  que 

r  =  O'm  —  R',  R'  =  — 5  nous  aurons 

ma  l        ..Stt       ,771       .Stt       77r.5  7r\ 

l)       l\  =    I  2fX  Sm'7  -  C0S*7  -       8107  -  COS7  -  sin  7  -  )  • 

^  '       *        7r\^       4/2        4/2  4/î       4/2  4/2/ 

Remarquons  également  que  Ton  a 

-  <  =  2R' ( AOA^  -  ^ÎO^ )  =  2« 

ou,  d'après  la  formule  (i)  de  l'article  précédent,  en  supposant 
que  l'angle  mO'A  soit  assez  petit  pour  qu'on  puisse  le  rem- 
placer par  sa  tangente, 

(2/2  5  TT  7  TT     .     3  7r\ 

I  cos  7  -  COS  7  -  sm  7  -  ) 
TT       4/2      4/2  4^^/ 

^    '  *  .     5  TT  7  TT    .     3  TT 

iH-  4  a  sin  7  -  cos  7  -  sin  7  - 
^       i  n       i  n      i  n 

formule  dans  laquelle  on  devra  supposer  2e  =  a. 
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18.  Des  trains  ou  équipages  d* engrenages.  —  Nous  avons 
vu  que  le  rapport  du  diamètre  d'un  pignon,  rapporté  à  celui  de 
Ja  roue  avec  laquelle  il  engrène,  ne  devait  pas  dépasser  une 
certaine  limite,  qui  est  j  pour  les  machines  industrielles,  et  -pj 
pour  les  chronomètres,  limite  que  nous  représentons  par  v. 

Supposons  que  Ton  veuille  transformer  une  rotation  w,  au- 
tour de  Oi  en  une  autre  plus  grande  oa,  autour  de  0„  telle  que 
le  rapport 


soit  inférieur  à  v  :  pouf  y  arriver,  on  montera  sur  Taxe  Oi  une 
roue  que  Ton  fera  engrener  avec  un  pignon  tournant  autour 
d'un  axe  intermédiaire  Oa  et  faisant  corps  avec  une  roue;  on 
fera  engrener  cette  dernière  roue  avec  un  pignon  monté  sur 
un  second  axe  intermédiaire  Os,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
que  Ton  arrive  au  dernier  pignon  tournant  autour  de  0«.  Le 
nombre  s  —  2  des  axes  intermédiaires,  les  rayons  des  pignons 
et  des  roues  ou  leurs  nombres  de  dents  devront  être  choisis 
de  manière  à  satisfaire  à  la  condition  (i)  et  à  celle  qui  résulte 
de  la  limite  inférieure  v  pour  le  rapport  du  diamètre  d'un  pi- 
gnon à  celui  de  la  roue  correspondante.  Soient,  à  cet  effet, 

R,, . . . ,  R,-,  les  rayons  des  roues  successives,  montées  sur  les 
axes  Oi,. . .,  0,_,; 

N,, . . . ,  N,_,  les  nombres  des  dents  de  ces  roues  ; 

r„  Tj, . . . ,  r,-.,  les  rayons  des  pignons  tournant  autour  des  axes 
0„  O3,...,  0,; 

les  rayons  et  les  nombres  des  dents  de  ces  pi- 
gnons ; 

û)i,. . .,  w,  les  vitesses  angulaires  de  Oi,. . .,  O3. 
On  a 


w,r,  =  w,  R,, 

d'où 
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On  voit  ainsi  que  le  rapport  des  vitesses  angulaires  extrêmes, 
ou  la  raison  de  Tengrenage,  est  égal  au  rapport  du  produit  des 
rayons  ou  du  nombre  des  dents  des  pignons  à  celui  des  rayons 
ou  des  nombres  des  dents  des  roues. 

Dans  de  semblables  mécanismes,  il  arrive  quelquefois, 
comme  dans  la  minuterie  des  chronomètres,  que  deux  arbres 
soient  concentriques,  Tun  creux,  appelé  canon,  tournant  à 
frottement  doux  sur  l'autre. 

Les  vitesses  extrêmes  (en  employant  uniquement  des  en- 
grenages extérieurs,  comme  nous  le  supposerons  toujours 
dans  ce  qui  suit)  seront  de  même  sens  ou  de  sens  contraire, 
selon  que  le  nombre  des  axes  intermédiaires  sera  impair  ou 
pair.  Pour  établir  une  distinction  entre  ces  deux  cas,  nous 
affecterons  e  du  signe  -h  dans  la  première,  et  du  signe  — -  dans 
le  second,  ce  qui  revient  à  poser 

(3)  e  =  (-,)- 


On  représente  généralement  un  équipage  d'engrenages  de 
)a  manière  suivante,  en  plaçant  sur  la  même  ligne  horizon- 
tale les  nombres  des  dents  des  organes  qui  engrènent  en- 
semble, et  sur  la  même  verticale  ceux  qui  correspondent  à  un 
axe  commun 

N,  -  , 

(4)  {  K,-n,,.,., 


Exemple  : 

Une  horloge  à  seconde  peut  être  représentée  par  le  dia- 
gramme suivant  : 

Roue  d'échappement. . ,    3o  —  6   Aiguille  des  secondes, 

Roue  moyenne   45  —  6 

Roue  motrice   48  —  25  —  6 

25  Aiguille  des  minutes, 
72      »     des  heures, 


le  mouvement  étant  communiqué  de  la  roue  motrice  à  la 
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roue  d'échappement  par  deux  pignons  de  6  dents  et  deui 
rouesy  dont  Tune  a  45  et  Tautre  ^8  dents.  L'aiguille  des  se- 
condes est  adaptée  à  la  roue  d'échappement,  qui  est  réglée 
en  raison  d'un  tour  par  minute,  et  l'on  voit,  d'après  le  lableai 
précédent,  que  la  roue  motrice  fera  un  tour  par  heure;  car  or 
a  pour  la  raison 

_  6x6 
^~  45x48  ~ 

Si  l'on  voulait  employer  des  pignons  de  8  ou  de  i4  dents 
ou  ailes  au  lieu  de  pignons  de  six  ailes,  qui  sont  assez  défec- 
tueux, on  remplacerait  la  partie  du  diagramme  ci-dessus,  re- 
lative à  ces  organes,  par  le  suivant 

3o  — -  8         ou    3o  — la 

6o  — 8  96  —  14 

64  io5 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'on  obtiendra  facilement 
la  raison  d'un  train  donné;  mais  le  problème  inverse,  consis- 
tant à  déterminer  un  équipage,  correspondant  à  une  raison 
donnée,  exige  quelques  développements,  dans  lesquels  nous 
allons  entrer  après  avoir  traité  le  cas  particulier  suivant. 

19.  Problème  de  Young.  —  Cette  question,  qui  a  plutôt  un 
caractère  de  curiosité  que  d'utilité,  a  pour  objet  de  détermi- 
ner les  éléments  de  l'équipage  qui,  pour  une  raison  donnée  e, 
correspond  à  un  minimum  du  total  des  dents  lorsque  les  pi- 
gnons sont  tous  identiques  entre  eux  ainsi  que  les  roues. 

Si  l'on  pose 

on  a 

d'où,  en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques. 


Ce  qu'il  faut  rendre  minimum,  c'est  l'expression 
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dont  la  dérivée,  égalée  à  zéro,  donne  Téquation 

La:  =  I  -f-  ~ j 

d'où,  par  approximation, 

X  —  3,59. 

Si  Ton  prend  ^  =  3, 60,  cette  valeur  s'exprime  par  le  rap- 
port de  18  à  5  ou  de  36  à  10,  nombres  qui  sont  très-convena« 
bles  comme  modules  d'une  roue  et  d'un  pignon. 
On  trouve,  en  faisant  varier  A*, 

PourX'=i.   2345 

g  =  3,60...   12,96    46,66     167,98  604,73 

Si  donc  le  rapport  proposé  est  une  de  ces  valeurs,  on  pourra 
employer  l'équipage  de  Young,  eomposé  d'un  nombre  de  pi- 
gnons de  36  dents  et  de  pignons  de  10  dents  déterminé  par  la 
valeur  correspondante  de  k. 

20.  Méthode  générale  pour  fixer  les  éléments  d'un  train 
dont  la  raison  est  donnée.  —  Pour  établir  un  système  de 
rouages,  on  voit  qu'il  est  indispensable  de  mettre  e  sous  la 
forme  du  quotient  de  deux  produits  de  même  nombre  de  fac- 
teurs que  l'on  puisse  grouper  deux  à  deux,  du  numérateur  au 
dénominateur,  de  manière  que  le  rapport  de  ce  couple  ne 
descende  jamais  au-dessous  de  v. 

Pour  faire  cette  décomposition  d'une  manière  simple  et 
suffisamment  approximative,  lorsque  les  deux  termes  de  la 
raison  sont  très-grands,  on  réduit  e  en  fraction  continue  et 
l'on  cherche  parmi  les  réduites  successives  celle  qui  convient 
le  mieux  au  but  que  l'on  se  propose. 

On  sait  que  deux  réduites  consécutives  sont  l'une  plus 
grande,  l'autre  plus  petite  que  la  fraction  génératrice,  que  leur 
différence  est  égale  à  l'unité  divisée  par  le  produit  de  leurs 
dénominateurs,  et  enfin  qu'une  réduite  jouit  de  la  propriété 
d'exprimer  une  approximation  par  le  quotient  des  plus  petits 
nombres  entiers;  mais  il  est  moins  important  d'avoir  de  petits 
nombres  pour  les  deux  termes  de  la  fraction  qui  représente 
approximativement  e  que  d'obtenir  des  nombres  décompo- 

III.  5 
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sables  en  facteurs.  Aussi,  lorsqu'on  ne  trouve  pas  parmi  les 
réduites  une  fraction  satisfaisante,  il  faut  avoir  recours  à  des 
fractions  moins  simples,  parmi  lesquelles  on  en  trouvera  sou- 
vent de  plus  avantageuses  pour  Tobjet  que  Ton  se  propose. 

ce 

Soit,  à  cet  effet,  -  une  fraction,  dont  les  termes  sont  indé- 

r 

terminés,  supposée  très-peu  différente  d'une  autre  fraction  ^ 

dont  ^  est  Tavant-dernière  réduite;  on  a 
3 

aq  —  bp  =  1^ 

et,  en  posant 

ajr  —  bx  =i 

h  devra  être  très-petit  par  rapport  à  6  j,  par  Thypothèse  que 

la  différence  ^  —  -  =  7—  doit  être  très-petite.  Cette  dernière 

équation,  en  vertu  de  la  formule  précédente,  aura  pour  solu- 
tion en  nombres  entiers 

X=kq,  x=kp', 

par  conséquent  sa  solution  la  plus  générale  en  nombres  en- 
tiers sera 

(5)  y  ■■=  fiq -\-'^aj  x=kp-hMà, 

M  étant  un  entier  quelconque  positif  ou  négatif. 

On  donnera  à  M  et  à  A*  des  valeurs  croissantes  positives  ou 
négatives,  et  Ton  s'arrêtera  à  celles  qui  fourniront  pour  xeijr 
des  nombres  dont  la  décomposition  en  facteurs  permettra  de 
satisfaire  à  la  question  proposée,  après  s'être  assuré  que  l'er- 
reur  commise  est  admissible. 

21.  Applications  :  1°  Horloge  à  secondes.  —  On  suppose 
que  la  roue  d'échappement  fait  un  tour  par  minute,  que  le 
nombre  des  axes  est  réduit  à  trois,  ce  qui  est  un  minimum,  et 
enfin  que  chaque  pignon  ne  possède  que  six  ailes,  ce  qui  est 
encore  un  minimum.  On  a 

-  ±  _       -       -  6.6 
^  ~  60  ~  KR,  ~"  2160  45.48' 
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el  Ton  retombe  sur  la  combinaison  indiquée  au  n°  18,  ei  qui 
est  la  plus  avantageuse  parmi  toutes  celles  qu'on  peut  déduire 
de  la  décomposition  en  facteurs  de  la  raison,  à  cause  de  la 
presque  égalité  des  nombres  des  dents  des  deux  roues. 

On  trouvera  de  la  même  manière  la  combinaison  relative  à 
remploi  des  pignons  de  huit  ailes. 

2®  Horloge  lunaire.— -V une  des  aiguilles  marque  les  heures 
sur  un  cadran,  et  Taulre  fait  une  révolution  dans  la  durée 
29)12*»  44™  d'une  lunaison  :  on  a 

_  720  180 
"~  4îi524  "  io63i 

Mais  io63i  étant  un  nombre  premier,  nous  prendrons  la  va- 
leur approximative 

_   720   _  8.8 
~  45525  ~  54.70' 

correspondant  à  un  train  facilement  réalisable,  et  qui  ne  donne 
lieu  qu'à  une  erreur  d'une  minute  par  lunaison. 

3®  Horloge  de  huit  jours.  —  Pour  que  la  longueur  de  la 
corde  du  poids  moteur  ne  devienne  pas  un  inconvénient,  il 
ne  faut  pas  qu'elle  fasse  plus  de  seize  tours,  et  il  est  né- 
cessaire, par  suite,  que  chaque  tour  corresponde  à  douze 
heures;  toute  paire  de  roues  ayant  pour  raison  suffit  pour 
atteindre  ce  but,  et  l'on  prend  généralement  8  et  96  pour  les 
deux  termes  du  rapport,  ce  qui  donne  pour  diagramme  : 

96   12  heures 

8  —  io5   I  heure 

14-96  ' 

12  —  3o   i  minute 

4**  Horloge  d*un  mois,  —  En  admettant  toujours  seize  tours 
de  corde,  chaque  tour  devra  suffire  pour  quarante-huit  heures; 
la  raison  serait  trop  petite  pour  une  seule  paire  de  roues, 
mais  elle  peut  être  obtenue  avec  deux. 

En  employant,  par  exemple,  des  pignons  de  douze  et  de 

5. 


68 
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seize  ailes,  on  obtient  le  diagramme  suivant  : 

96   48  heures 

16  —  96   I  heure 

12  —  io5  

14-76  

12  —  3   I  minute 

5°  Ht)rloge  sidérale.  —  Pour  obtenir  une  horloge  qui  donne 
à  la  fois  le  temps  sidéral  et  le  temps  moyen,  on  peut  placer 
derrière  Taiguille  des  heures  un  cadran  mobile  plus  petit  que 
Je  cadran  ordinaire  et  concentrique  avec  lui;  Taiguille,  faisant 
une  révolution  en  vingt-quatre  heures  solaires,  marquera  le 
temps  moyen  et  indiquera  en  même  temps  Theure  sidérale 
sur  le  cadran  mobile.  Si  on  lui  donne  un  mouvement  rétro- 
grade de  3"' 55%  555  r=  236%  555  par  jour  moyen,  le  rapport 
de  la  vitesse  de  Taiguille  à  celle  du  cadran  est 

86400000     ^  288000 

  =  DO  • 

236555  47^1  A 

La  fraction  ï^^?^?  réduite  en  fraction  continue,  donne 
47311 

pour  réduites  successives 

6    67     140     487  627 

1      19      2i       80  io3 

et  l'on  peut  prendre  avec  une  grande  approximation  la  ré- 
duite 

617  _  66.76 

io3  io3.8 

On  peut  employer  une^autre  disposition,  dans  laquelle  une 
seconde  aiguille  accomplira  une  révolution  dans  un  jour  si- 
déral, en  remarquant  que  vingt-quatre  heures  de  temps  sidéral 
équivalent  à  24*" 56™ 4' X  0,906  =  86i64'  de  temps  moyen.  La 
raison  relative  à  Taiguille  du  temps  sidéral  et  à  celle  du 
temps  moyen  est  par  suite 

86164  _  ai54o 
86400  ~  21600  ' 
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et  en  opérant  comme  on  Ta  indiqué  plus  haut  sur  celle  frac- 
tion, qui  est  irréductible,  on  arrive  à  l'expression 

365i/'-f-  ai54iM 
366i  k     2 1600 m' 

ce  qui  donne,  dans  l'hypothèse  de  k  =  —  4,  M  —  7, 
1096  _  8.i37 

rapport  qui  ne  conduit  qu'à  une  erreur  annuelle  de  21% 5. 

22.  Méthode  de  M.  Brocot.  —  Si  deux  fractions  quelconques 

Y>  ^  satisfont  à  la  relation 
0  a 

a     ^  _  0-  ' 

à  laquelle  les  réduites  doivent  leur  propriété  fondamentale, 
toute  fraction  comprise  entre  elles  aura  nécessairement  des 

termes  plus  considérables;  mais,  comme  jouit,  par  rap- 

port  ®  2'  ^®  *^  propriété  exprimée  par  1  équation  précé- 
dente, elle  est  la  plus  simple  des  fractions  comprises  entre 
ces  dernières.  En  parlant  de  là,  M.  Brocot  a  donné  une  Table 
où  figurent  toutes  les  fractions  dont  les  termes  sont  inférieurs 
à  100,  avec  leurs  valeurs  en  décimales,  classées  par  ordre 
de  grandeur.  Un  rapport  quelconque  tombe  nécessairement 
entre  deux  fractions  contenues  dans  la  Table,  et  qui  sont  les 
plus  simples  parmi  celles  entre  lesquelles  le  rapport  est  com- 
pris. En  ajoutant  ces  fractions  terme  à  terme,  on  en  aura  une 
moins  simple,  mais  plus  approchée  du  même  rapport,  et  l'on 
continuera  ainsi  de  proche  en  proche,  jusqu'à  ce  qu'on  ait 
obtenu  une  fraction  satisfaisante. 

Lorsqu'on  veut  arriver  à  une  exactitude  rigoureuse,  il  faut 
renoncer  aux  équipages  de  roues  tournant  autour  d'axes  fixes, 
et  avoir  recours  aux  équipages  épicycloidaux,  dont  nous  allons 
nous  occuper. 

23.  Des  trains  épicycloidaux,  —  Un  train  épicycloïdal  se 
compose  :  i**  d'une  roue  dentée  A  fixe  ou  mobile  autour  de 
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son  axe;  2°  d'une  pièce  B  (levier  ou  châssis,  suivant  les  cas), 
mobile  autour  de  cet  axe,  et  qui  porte  un  équipage  d'engre- 
nages dont  la  première  roue  engrène  avec  A,  et  dont  nous 
désignerons  la  dernière  par  la  lettre  C. 

Soient,  en  grandeur  et  en  signe,  a,  6,  c  les  vitesses  angu- 
laires de  A,  B,  C,  le  sens  positif  des  rotations  étant  défini  à  l'a- 
vance; si  nous  concevons  qu'on  imprime  à  tout  le  système 
une  rotation  égale  et  contraire  à  celle  de  B,  qui  se  trouve  ainsi 
ramené  au  repos,  nous  rentrerons  dans  le  cas  d'un  équipage 
ordinaire  d'engrenages,  dont  on  déterminera  en  conséquence 
la  raison  e  en  grandeur  et  en  signe  ;  mais  les  vitesses  angulaires 
de  A  et  C  sont  devenues  a  —  b,  c  —  6  ;  on  a  donc  pour  la  raison 


Dans  cette  formule  on  peut  considérer  a,  b,  c  comme 
étant  les  rapports  des  vitesses  angulaires  de  A,  B,  C  à  celle  cù 
de  l'arbre  qui  communique  le  mouvement  au  train,  et  la  même 
formule  permettra  de  déterminer  l'un  de  ces  rapports,  con- 
naissant les  deux  autres. 

La  Jtg.  43  représente  un  premier  spécimen  de  trains  épicy- 


Fig.  43. 


cloïdaux;  la  roue  dentée  extérieure  A,  la  roue  intérieure  C  et 
le  levier  B  peuvent  se  mouvoir  autour  du  même  axe  0;  la 
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roue  D  montée  sur  le  levier  établit  la  communication  entre 
les  roues  A  et  C.  Si  A  est  fixe,  on  a  a  =  o;  par  suite 

(2)  c  =  b(i^e) 

et  D  est  animé  d'un  mouvement  épicycloïdal. 

Dans  le  train  de  Fergusson  {Jtg.  44  )>  roue  A  est  fixe, 
ou  a  =  o,  de  sorte  qu'on  a  encore  la  relation  (a);  mais,  au 


Fig.  44. 


lieu  d'une  roue  C,  on  a  trois  roues  indépendantes,  de  même 
diamètre,  montées  sur  le  même  axe,  engrenant  avec  la  roue 
intermédiaire  D;  ainsi  les  e,  pour  ces  trois  roues,  sont  pro- 
portionnels aux  nombres  de  dents  correspondants.  Si  pour 
la  première  roue  C  on  a  g  >>  i,  pour  la  deuxième  e  =  i,  pour 
la  troisième  en  faisant  tourner  le  levier  B,  les  deux 

rouages  extrêmes  tourneront  en  sens  contraires,  tandis  que 
l'intermédiaire  ne  sera  animé  que  d'un  mouvement  de  trans- 
lation. 

Dans  le  train  représenté  par  la  Jig.  45,  A  est  fixe  et  est 

Fig.  45. 


3 


monté  sur  le  même  axe  que  B  et  C,  qui  ont  le  même  dia- 
mètre; un  pignon  D  établit  la  communication  entre  A  et  C. 
Supposons  que  C  et  A  aient  respectivement  n  —  i  etn  dents; 
nous  aurons 
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Si  n  r=  100,  le  rapport  des  vitesses  angulaires  est  7-5  ;  on  voit 
ainsi  comment  les  trains  épicycloïdaux  se  prêtent  à  la  réalisa- 
tion des  rapports  très-petits  entre  deux  vitesses  angulaires. 

Nous  donnerons  plus  loin  d'autres  applications  des  trains 
épicycloïdaux. 

§  II.  —  Les  axes  de  rotation  sont  concourants. 

24.  Engrenages  coniques,  —  Proposons-nous  de  transfor- 
mer une  rotation  autour  d'un  axe  0^'  en  une  autre  w  au- 
tour d'un  autre  axe  0  j:,  qui  rencontre  le  premier  au  point  0,  de 

6)' 

manière  que  le  rapport  —  soit  constant,  et  désignons  par  (S') 

Cl) 

et  (S)  les  systèmes  matériels  qui  tournent  respectivement 
autour  des  deux  axes  ci-dessus. 

Considérons  deux  portions  correspondantes  de  ces  axes 
pour  lesquelles  les  rotations  w',  w  sont  de  sens  contraire  pour 
l'observateur  couché  successivement  suivant  Qx' ^  Oar,  en 
ayant  les  pieds  en  0,  et  concevons  que  l'on  imprime  au  sys- 
tème des  deux  corps  (S')  et  (S)  une  rotation  égale  et  contraire 
à  celle  du  premier,  qui  se  trouve  ainsi  ramené  au  repos; 
fS)  sera  animé  d'une  rotation  û  autour  d'un  axe  O7,  dont 
l'inclinaison  sur  0^'  etO^  est  constante  et  est  celle  de  la  dia- 
gonale du  parallélogramme,  construit  sur  des  longueurs  pro- 
portionnelles à  («)',  (ùy  portées  à  partir  du  point  0  sur  les  deux 
axes. 

Concevons  deux  cônes  circulaires  (o"'),  (o"),  engendrés  par 
la  droite  Oj,  tournant  autour  de  0^',  0^;  le  second  cône, 
dans  son  mouvement  relatif,  roulera  sur  le  premier;  mais  en 
revenant  à  la  réalité,  s'il  y  avait  entre  eux  suffisamment 
d'adhérence,  ils  réaliseraient  la  transformation  de  mouvement 
dont  il  s'agit,  et  c'est  ce  qui  leur  a  fait  donner  le  nom  de  cônes 
primitifs. 

Comme,  en  général,  l'adhérence  est  insuffisante  pour  obte- 
nir l'effet  voulu,  on  munit  chaque  cône  de  saillies  ou  dents, 
ayant  une  forme  conique  dont  le  sommet  est  en  0,  séparées 
par  des  intervalles  ou  creux:  dans  chaque  creux  pénètre, 
dans  une  certaine  région,  une  dent  de  l'autre  cône,  qui  pousse 
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une  dent  de  la  seconde  roue  de  manière  à  établir  la  conti- 
nuité du  mouvement. 

Une  sphère  d'un  rayon  quelconque  R  ayant  pour  centre  le 
point  0  déterminera  :  i°  dans  les  deux  cônes  (o-'),  (o-)  deux 
cercles  (5'),  (s)  roulant  Tun  sur  l'autre;  2°  dans  deux  dénis 
en  contact  de  (S'),  (S)  deux  courbes  (a'),  (a),  dont  la  pre- 
mière sera  Tenveloppe  des  positions  de  la  seconde. 

En  faisant  sur  la  sphère  le  même  raisonnement  qu'au  n""  12, 
sur  le  plan,  on  reconnaît  que  Tare  de  grand  cercle  normal  au 
point  de  contact  m  de(a')et  (a)  passe  parle  point  de  contact  A 
des  deux  cercles  {s'),  (s),  que  («)  étant  donné,  on  détermi- 
nera {a')  par  la  construction  du  numéro  précité,  en  substi- 
tuant aux  expressions  de  centre  et  de  rayon  celles  de  pôle  et 
d'ouverture  de  compas  sphérique. 

Mais  comme  le  contact,  en  vue  de  réduire  l'influence  du 
frottement,  est  toujours  peu  étendu  de  part  et  d'autre  de  la 
génératrice  de  contact  des  cônes,  on  peut  substituer  approxi- 
mativement à  la  construction  précédente,  qui  présente  des 
difficultés  pratiques,  celle  qui  suit. 

Soient  {Jig,  46)OA  =  R  le  rayon  de  la  sphère  déterminé 

Fig.  46. 


0 


par  la  direction  de  Oj;  B,  B'  les  intersections  de  la  perpendi- 
culaire en  A  à  OA  avec  Ox,  0^'. 
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Concevons  deux  cônes,  engendrés  par  la  révoluUon  de 
BA,  BA'  autour  de  0^,  0^'  ;  ces  deux  cônes,  que  nous  suppo- 
serons matérialisés,  seront  tangents  à  la  sphère  en  A,  et  déter- 
mineront, dans  les  dents,  des  courbes  que  Ton  peut  considé- 
rer comme  se  confondant  avec  les  profils  sphériques  dans 
rétendue  du  contact  à  partir  du  point  A. 

Soient  co,,  les  composantes  de  w  suivant  BB'  et  sa  perpen- 
diculaire dans  le  plan  des  axes;  w',,  (ù\  les  composantes  sem- 
blables de  (ù\  Des  rotations  c«)„  cù\  ne  résultent,  aux  environs 
du  point  de  contact,  que  des  vitesses  de  Tordre  de  Tétendue 
du  contact  et  qui  peuvent,  par  suite,  être  négligées.  Les  rota- 
tions ck)3,  (ù\  donnent  lieu  au  déplacement  des  profils  dans  le 
plan  tangent  dans  lequel  on  peut  supposer  que  les  deux  cônes 
ont  été  développés;  on  obtient  ainsi  deux  secteurs  dentés 
engrenant  Tun  dans  Tautre  à  une  faible  distance  de  la  ligne 
des  centres  et  dont  les  vitesses  angulaires  sont  respective- 
ment wj,  Wj.  Or  on  a 

(*).,  =  w  COS(x,/), 
w',=  w'  COS(a/,  j), 

w  _  s\n(x',  r) 
sin(^,/) 

d'où 

«2  _  tang(j:\.r)  _  AB'^ 
^  ~  tang  {x,jr)  ~  ÂB  " 

Il  suit  de  là  que  les  dents  des  secteurs  doivent  être  tracées 
comme  celles  d'un  engrenage  cylindrique  dont  les  rayons  des 
circonférences  primitives  seraient  AB,  AB'. 

L'épure,  faite  et  découpée  en  patron,  sera  appliquée  sur  le 
double  cône  (B,  B')  sur  lequel  on  tracera  le  profil  des  dents. 

£n  nous  plaçant  maintenant  au  point  de  vue  pratique,  le 
double  cône  sur  lequel  s'effectue  le  tracé  est  celui  qui  ter- 
mine l'engrenage  dans  la  région  la  plus  éloignée  du  point  0; 
les  dents  tracées,  on  coupe  les  cônes  B,  B'  par  des  plans  CD, 
CD',  perpendiculaires  aux  axes  Ox,  Ox',  de  manière  à  ne  lais- 
ser subsister  que  les  zones  correspondant  à  l'épaisseur  trans- 
versale des  deux  roues,  qui  sont  limitées  à  l'intérieur  par  les 
cônes  de  sommet  0,  ayant  pour  bases  les  cercles  détermi- 
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nés  par  les  plans  CD,  CD'.  Soient  A  Ai  Tépaisseur  que  Ton  veut 
donner  à  l'engrenage  dans  la  direction  de  OA;  C„  C\  les  inter- 
sections de  la  perpendiculaire  en  Ai  à  AO  avec  OC,  OC;  on 
termine  l'engrenage  dans  la  région  la  plus  rapprochée  du  som- 
met par  les  troncs  de  cône  engendrés  par  les  droites  A,C,, 
A',  C,,  tournant  respectivement  autour  de  Ox,  Ox'  {Jig.  47 )• 

Fig.  47. 


Les  profils  sphériques  des  dents  des  engrenages  coniques 
jouissent  de  propriétés  géométriques  intéressantes,  pour 
l'étude  desquelles  je  renverrai  à  mon  Traité  de  Cinématique 
pure. 

25.  Trains  épicyclotdaux,  —  La  fig.  48  représente  un  train 
épicycloïdal  à  engrenages  coniques.  La  roue  A  fait  corps  avec 
son  arbre;  la  roue  C  est  mobile  sur  l'arbre  qui  la  traverse  et 
dont  l'axe  se  trouve  sur  le  prolongement  de  celui  du  précé- 
dent; l'arbre  de  C  est  relié  à  angle  droit  au  levier  B,  autour 
duquel  tourne  le  pignon  B,  qui  met  en  rapport  A  et  C. 

La  formule  (i)  du  n"  23,  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
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s'applique  au  cas  actuel,  a,  6,  c  étant  les  rapports  des  vitesses 
angulaires  de  A,  B,  C  à  celle  de  Tarbre  qui  produit  le  mouve- 

Fig.  48. 


ment,  et  e  la  raison  des  engrenages  C  et  A,  supposés  déve- 
loppés dans  un  plan  (2^].  Si  les  roues  A  et  C  sont  identiques, 
on  a 

e  =  —  I 

el 

(2)  b=  )Aa^c), 

Celle  disposition  permet  d'établir  entre  les  vitesses  angu- 

p 

laires  de  deux  arbres  un  rapport      dont  Fun  des  termes  au 

moins  renferme  des  facteurs  premiers  trop  considérables  pour 
que  les  équipages  ordinaires  soient  suffisants. 

En  multiplianl,  si  cela  est  nécessaire,  les  deux  termes  de 
cette  fraction  par  un  nombre  choisi  convenablement,  on  peut 

p 

'  toujours  la  mettre  sous  la  forme        a,  6,  y  étant  trois  fac- 

apy       ^  ' 

leurs  dont  deux  au  moins,  a,  p  par  exemple,  sont  premiers 
entre  eux. 
L'équation 

ax  -H  S j  =  P 

admet  une  inQnilé  de  solutions  entières,  positives  ou  néga- 
tives. Supposons  que  Ton  ait  trouvé  des  valeurs  convenables 
pour  X  elj;  nous  pourrons  identifier  l'équation  (?.)à  la  sui- 
vante : 

_L  _  Z 
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OU  poser 

X  y 
P7  «7 

On  est  donc  ramené,  au  moyen  d'engrenages,  à  transformer  la 
rotation  c  dans  la  rotation  a  autour  de  Tarbre  A,  situé  dans  le 
prolongement  de  celui  autour  duquel  la  transformation  doit 
être  opérée. 

26.  Joint  universel.  —  Pour  transformer  Tun  dans  l'autre 
deux  mouvements  de  rotation  autour  d'axes  concourants, 
dont  il  est  nécessaire  de  faire  varier  l'angle  à  volonté,  pourvu 
qu'il  n'atteigne  pas  90  degrés,  on  emploie  le  joint  universel, 
qui  consiste  dans  la  disposition  suivante. 

Les  arbres  se  terminent  chacun  vers  le  point  de  concours 
de  leurs  axes  par  une  fourche  [fig.  49)  dont  les  branches  sont 


Fig.  49. 


percées  d'ouvertures  circulaires;  l'axe  de  ces  yeux  rencontre 
celui  de  l'arbre  auquel  il  est  perpendiculaire.  Dans  les  yeux 
des  deux  fourches  pénètrent  les  extrémités  des  branches  d'un 
croisillon  formant,  d'une  seule  pièce,  deux  tourillons  rectan- 
gulaires. Le  centre  du  croisillon  coïncide  avec  le  point  de 
concours  des  axes  de  rotation. 
Il  est  visible  que  les  axes  de  figure  des  croisillons  sont  con- 
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stamment  compris  dans  deux  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de 
rotation  passant  par  le  centre  du  croisillon,  et  dont  la  direc- 
tion de  rinterseciion  est  complètement  déterminée. 
Soient  [fig.  5o) 

Fig.  5o. 


PQ  Tintersection  de  ces  deux  plans; 
A  l'angle  aigu  qu'ils  comprennent; 
0  le  centre  du  croisillon; 

Otty  Oa'  les  positions,  à  un  instant  quelconque,  des  portions 
de  l'un  et  l'autre  axe  du  croisillon,  situées  respectivement 
dans  deux  régions  des  plans  faisant  entre  elles  l'angle  A; 

Xy  x'  les  angles  formés  par  0«,  Oa'  avec  OQ. 

Le  triangle  sphérique  déterminé  par  les  droites  OP,  Oa,  Oa' 
donne,  en  se  rappelant  que  l'angle  aOa'  est  droit, 

cos^  cosj/     sinx  sin^'  cosA  =  o, 

d'où 

tango:  =  cot^'. 

°  cosA 


Les  vitesses  angulaires  w,  co'  de  Oa,  Oa'  ou  des  deux  arbres 
étant  respectivement  égales  à  ^>  on  déduit  par  la  dif- 
férentiation  de  l'équation  précédente 


w'     cosA  siri'x'' 
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d'où,  par  réliminatîon  de  x'y  au  moyen  de  la  même  équation, 

_  cosA 
w  ~  I     sin'j:  sin^A 

Le  rapport  des  deux  vitesses  angulaires  varie  ainsi  entre  les 

limites — ^—  et  cosA;  ces  limites  diffèrent  d'autant  moins 
cosA 

l'une  de  l'autre,  ou  la  transformation  est  d'autant  plus  régu- 
lière que  l'angle  A  est  plus  petit.  On  voit  aussi  que  la  transfor- 
mation est  impossible  lorsque  A  =  90®  ou  que  les  axes  sont 
à  angle  droit,  ce  qui  est  visible  a  priori. 

§  III.  —  Les  axes  de  rotation  ne  se  rencontrent  pas. 

27.  Emploi  des  engrenages  et  des  courroies.  —  Nous  avons 
ici  à  transformer  une  rotation  oj  en  une  autre  w'  ^dont  l'axe  n'est 
pas  compris  dans  le  même  plan  que  celui  de  la  première,  de 

manière  que  le  rapport  ~  reste  constant. 


Fig.Si. 


Soient  (Jig.  5i  ) 

A,  A'  deux  points  respectivement  pris  sur  les  deux  axes  ; 

M  x'  deux  portions  de  ces  axes  pour  lesquelles  les  rota- 
tions sont  de  sens  contraire  pour  l'observateur  couché 
successivement  suivant  ces  deux  droites  en  ayant  les  pieds 
en  A,  A'. 

Considérons  la  droite  AA'  comme  l'axe  d'un  arbre  intermé- 
diaire et  établissons  dans  l'angle  ^AA'  un  engrenage  conique 


8o  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  III. 

donnant  lieu  autour  de  AA'  à  ]a  vitesse  angulaire  ont,  définie 
par  la  relation 

—  =  ^hi 

//,  étant  une  constante  ;  les  rotations  w  et  seront  de  sens 
contraire,  la  première  de  la  gauche  vers  la  droite,  la  seconde 


Fig.  52. 


de  la  droite  vers  la  gauche,  pour  l'observateur  couché  sui- 
vant Ax,  AA',  en  ayant  les  pieds  en  A;  mais  «i  aura  lieu  de  la 
gauche  vers  la  droite  si  l'observateur  a  les  pieds  en  A'. 

Montons  également  en  A'  un  engrenage  conique  qui  puisse 
transformer  w,  dans  la  vitesse  angulaire  ck)',  dont  le  sens  aura 
lieu  de  la  droite  vers  la  gauche.  Si  est  la  raison  de  ce  der- 
nier engrenage,  on  a 


En  multipliant  cette  relation  par  la  précédente,  on  trouve 
et  par  suite 

On  peut  se  donner  arbitrairement  Tune  des  deux  raisons  A, 
et  Aj,  de  sorte  que  la  transformation  peut  se  réaliser  d'une  in- 
finité de  manières  pour  un  même  arbre  intermédiaire. 

Lorsque  les  circonstances  le  permettent,  il  est  avantageux 
de  prendre  pour  AA'  la  perpendiculaire  commune  aux  deux 
axes  pour  réduire  à  son  minimum  la  longueur  de  l'arbre  in- 
termédiaire. 
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La  transformation  peut  encore  s'eflfectuer  (Jig,  62)  en  pre- 
nant pour  intermédiaire  une  parallèle  A  j  à  k'x' y  menée  en  un 
point  A  de  A^;  un  engrenage  conique  permettra  de  transfor- 
mer w  en  une  rotation  w,  que  l'on  peut  se  donner  arbitraire- 
ment, et  Ton  est  ramené  à  transformer  les  rotations  &),,&>'  dont 
les  axes  sont  parallèles,  ce  que  Ton  sait  réaliser. 

On  peut  employer  encore  d'autres  dispositifs,  auxquels  nous 
ne  nous  arrêterons  pas,  pour  produire  la  transformation  pro- 
posée, à  Taide  d'engrenages  coniques  et  cylindriques  et  de 
courroies. 

28.  Fis  sans  fin.  —  Ce  mécanisme  a  pour  objet  de  transfor- 
mer l'un  dans  l'autre  deux  mouvements  de  rotation  autour 
d'axes  perpendiculaires  non  concourants,  de  manière  que  le 
rapport  des  vitesses  angulaires  reste  constant. 

La  vis  sans  fin  se  compose  :  i*»  d'une  vis  à  filet  rectangulaire 
qui  reçoit  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  axe  ; 
2"  d'une  roue  dentée  montée  sur  un  axe  perpendiculaire  au 
précédent;  le  filet  déplace  successivement  les  dents  de  la 
roue,  dont  il  détermine  le  mouvement  de  rotation,  et  la  trans- 
formation est  opérée. 

Soient  (fig.  53  et  54  ) 

r  le  rayon  du  noyau  de  la  vis; 

/  l'inclinaison  de  l'hélice  sur  l'axe  du  noyau; 

z  la  distance  d'un  point  a  de  l'hélice  à  une  section  droite  dé- 
terminée du  cylindre; 

B  l'angle  compris  entre  les  plans  méridiens  passant  par  a  et 
le  point  «0  de  l'hélice  compris  dans  le  plan  de  la  section  ci- 
dessus; 

A  le  pas  de  l'hélice. 

On  a  la  relation  connue 
(i)  z  ==  Grcot/ =  —  9. 

Supposons  d  abord  que  la  roue  soit  réduite  à  son  plan 
moyen  (P)  mené  par  Taxe  00  de  la  vis  perpendiculairement 
à  l'axe  O'O'  de  la  roue>  et  soient  ma'  la  section  déterminée  dans 
Tune  des  dents  en  contact  avec  le  filet;  ma  la  génératrice  cor- 
in.  6 
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respondante  de  la  surface  hélicoïde,  a  le  point  de  Thélice  si- 
tué sur  la  génératrice  du  cylindre. 

Fig.  53. 


Si  Tangle  B  qui  se  rapporte  au  point  a  est  celui  dont  a  tourné 
la  vis,  à  partir  du  moment  où  a  se  trouvait  dans  le  plan  (P), 
la  génératrice  am  sera  remplacée,  au  bout  du  temps  dt,  par 
une  autre  «i/n,;  mais  on  voit  que  Ton  est  ramené  à  considérer 
le  mouvement  d'une  droite  am  dont  la  vitesse  de  translation 
parallèle  à  00  est 

V  —  —  —  w  — 

W  étant  la  vitesse  angulaire  de  la  vis. 
Si  Ton  désigne  par  w'  la  vitesse  angulaire  de  la  roue,  la  con- 

0)' 

dition  que  doit  remplir  Tengrenage  est  que  le  rapport  — -  reste 

constant,  et  par  suite  qu'il  en  soit  de  même  de^*,  mais  on 

voit  alors  que  l'on  est  ramené  au  problème  que  nous  avons 
résolu  pour  la  crémaillère,  et  que  le  profil  des  dents  doit  être 
la  développante  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue. 
Dans  la  réalité,  les  dents  sont  des  cylindres  dont  les  géné- 
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ratrices  font  avec  l'angle  O'O'  Tangle  90°— i.  Le  contact 
entre  la  vis  et  une  dent  n*a  lieu  rigoureusement  dans  le 
plan  (P)  qu'au  point  A  situé  dans  le  plan  mené  par  00  perpen- 
diculairement à  0'  0'. 

Fig.  54. 


La  vis  sans  fin  n'est  donc  pas  un  engrenage  mathématique- 
ment exact;  mais  elle  donne  une  approximation  d'autant  plus 
grande  que  l'étendue  du  contact,  à  partir  de  A,  est  plus  pe- 
tite. 

Cet  engrenage,  comme  la  crémaillère,  peut  être  rendu  ré- 
ciproque en  terminant  le  profil  du  filet  par  une  tête  cycloï- 
dale. 


6. 


84 
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CHAPITRE  IV. 

TRANSFORMATION  D'UN  MOUVEMENT  DE  ROTATION  CONTINU 
EN  UN  MOUVEMENT  RECTILIGNE  CONTINU,  ET  VICE  VERSA. 


29.  Du  treuil  et  de  ses  principaux  dérivés.  —  Le  treuil  se 
compose  [fig.  55)  d'un  arbre  cylindrique  T  [tour)  dont  la  sec- 
lion  est  circulaire  èl  Taxe  horizontal,  et  qui  ne  peut  se  mou- 
voir qu'autour  de  cet  axe.  Une  corde  est  fixée  par  une  de  ses 
extrémités  à  Tarbre  sur  lequel  elle  peut  s'enrouler;  à  l'autre 
extrémité  est  accrochée  la  charge  qu'il  s'agit  d'élever.  A  cet 
effet  on  adapte  à  l'un  des  tourillons,  au  delà  du  palier,  une 

Fig.  55. 


manivelle  M  qui  se  termine  par  un  cylindre  horizontal 
(manette)  d'un  diamètre  convenable  pour  recevoir  la  main  de 
l'homme  employé  comme  moteur.  II  est  aisé  de  voir  que  le 
rapport  des  vitesses  de  la  charge  et  de  l'extrémité  de  la  mani- 
velle est  égal  au  rapport  du  rayon  du  tour  à  celui  de  la  ma- 
nivelle. 
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Lorsqu'il  s'agit  d'élever  des  fardeaux  d'un  poids  considé- 
rable, on  ajuste  une  manivelle  à  chaque  tourillon,  de  manière 
à  permettre  de  faire  agir  simultanément  deux  hommes  et  par- 
fois deux  couples  d'hommes.  Pour  des  motifs  que  nous  ferons 
connaître  plus  tard,  on  s'arrange  ordinairement  de  manière 
que  les  deux  manivelles,  quisont  d'ailleurs  identiques,  soient  à 
angle  droit,  c'est-à-dire  que  les  perpendiculaires  abaissées  de 
Taxe  du  treuil  sur  les  axes  des  manettes  comprennent  un 
angle  de  go  degrés. 

La  roue  à  chevilles  {fig.  56)  des  carriers  n'est  autre  chose 
qu'un  treuil  dans  lequel  la  manivelle  est  remplacée  par  une 


Fig.  56. 


roue  montée  sur  l'arbre,  de  même  axe  que  lui,  et  traversée 
par  des  chevilles  horizontales  équidistantes.  L'homme  déter- 
mine par  son  poids  l'ascension  de  la  charge,  en  agissant  suc- 
cessivement sur  les  chevilles  avec  les  pieds  et  les  mains, 
comme  s'il  montait  sur  une  échelle  verticale. 
Dans  la  chèvre  ordinaire  [fig.  57)  dont  le  bâti  est  soutenu 
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par  le  hauban  la  corde  partant  de  Tarbre  passe  sur  une 
poulie  avant  de  se  terminer  par  la  charge. 


Fig.  57. 


ployé,  principalement  dans  les  ports  de  mer,  pour  exercer  de 
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grands  efforts  dans  une  direction  horizontale  ou  presque  ho- 
rizontale. La  manivelle  ést  remplacée  par  un  levier  traversant 
le  tourillon  supérieur  prolongé  en  conséquence,  sur  lequel 
l'homme  ou  les  hommes  exercent  leur  action. 

30.  Du  treuil  à  engrenages  et  de  ses  principales  applica- 
tions. —  Encliquetage.  —  Lorsque  l'on  a  à  élever  des  charges 
considérables,  on  substitue  avec  avantage  au  treuil  ordinaire 
ci-dessus  décrit  le  treuil  à  engrenages,  dans  lequel  les  mani- 
velles sont  montées  sur  un  arbre  spécial  parallèle  au  tour. 
Un  train  d'engrenages,  commençant  par  un  pignon  monté  sur 
l'arbre  des  manivelles  et  se  terminant  par  une  roue  ajustée  sur 
le  tour,  réunit  les  deux  arbres.  Le  treuil  dont  nous  nous  oc- 
cupons est  ordinairement  muni  d'un  encliquetage  {Jig.  59), 


organe  qui  se  compose  :  1°  d'une  roue  dentée  A  (dite  à  ro- 
cket) montée  sur  l'arbre  de  la  manivelle;  le  profil  de  chaque 
dent  est  formé  d'un  arc  de  courbe  peu  incliné  et  d'une  droite 
très-inclinée  sur  la  circonférence;  2®  d'un  cliquet  ou  tige 
mobile  autour  d'un  axe  parallèle  à  celui  du  tour,  pressée  par 
une  lame  de  ressort  L.  Le  cliquet  peut  glisser  sur  la  partie 
courbe  des  dents  et  non  sur  l'autre,  et  ne  permet  ainsi  le 
mouvement  de  rotation  que  dans  un  seul  sens,  celui  qui  se 
rapporte  h[  l'élévation  de  la  charge.  Si,  par  une  circonstance 
quelconque,  l'action  du  moteur  vient  à  cesser,  l'encliquetage 
fonctionne,  la  charge  se  trouve  arrêtée  au  lieu  de  descendre 
avec  une  vitesse  croissante,  de  sorte  que  le  travail  erhployé 
dans  l'élévation  n'est  pas  perdu,  et  l'on  n'a  pas  à  redouter 
d'accident  (  *  ). 


(*)  L'encliquetage  dont  il  s'agit,  et  qui  est  employé  dans  un  grand  nombre 
de  machines-outils,  offre  le  double  inconvénient  de  donner  lieu  à  des  chocs 


Fig.  59. 


u 
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La  chèvre  représentée  par  la  fig,  6i  se  compose  d'un  tour 
à  engrenage  dont  la  corde  passe  sur  trois  poulies  fixes  et  sup- 

Fig.  6i. 


porte  finalement  une  poulie  mobile  àrla  chape  de  laquelle  est 
accrochée  la  charge. 
La  grue  fixe  [fig.  62)  ne  diffère  en  principe  de  la  machine 


bruyants  entre  le  cliquet  et  la  roue  et  à  des  pertes  de  temps  résultant  de  ce 
que  le  cliquet  n'est  presque  jamais  exactement  en  prise  à  la  position  du  repos. 

L'encliquetage  de  Dobo,  dont  nous  allons  dire  quelques  mots,  est  exempt  de 
ces  inconvénients.  La  roue  à  rocbet  est  remplacée  par  une  roue  folle  A  [fig.^o) 
recevant  directement  le  mouvement  pour  le  transmettre  à  un  arbre  qui  porte 
quatre  ailes,  dont  une  seule  B  est  indiquée  sur  la  figure  ;  cette  aile  est  arti- 
culée en  C  à  une  pièce  reliée  invariablement  à  Tarbre  dont  l'axe  est  projeté 
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précédente  qu'en  ce  que  la  corde  ne  passe  que  sur  une  poulie 
fixe  et  que  le  support,  au  lieu  d*éire  fixe,  peut  tourner  autour 


Fig.  62. 


d'un  axe  vertical,  ce  qui  permet  de  pouvoir  accrocher  et  éle- 


en  O;  sous  l'action  du  ressort  R,  l'aile  s'appuie  en*m,  vers  l'extrémité  de  la 

courbe  mn  qui  la  termine,  contre 
la  circonférence  intérieure  de  la 
roue  A. 

Si  cette  roue  tourne  de  la  droite 
vers  la  gauche,  elle  glissera  sur  la 
courbe  //i/z,  puisque  l'élément  de 
cercle  que  pourrait  décrire  le 
point  m  autour  de  G  est  intérieur 
à  la  circonférence  de,  A  ;  par  suite 
l'arbre  ne  sera  pas  entraîné  dans 
le  mouvement;  mais  si  la  rotation 
de  A  a  lieu  de  la  gauche  vers  la 
droite  le  glissement  est  impossible, 
puisque  le  point  m  en  tournant 
autour  de  G  tendrait  à  pénétrer 
dans  la  roue.  Il  se  produit  donc  un  arc-boutement  qui  détermine  la  solida- 
rité entre  la  roue  et  l'arbre  dans  le  mouvement  de  gauche  à  droite. 
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ver  des  fardeaux  dans  toutes  les  directions,  en  déplaçant  en 
conséquence  le  support. 
La  Jig.  63  représente  une  grue  mobile  y  dont  le  bâti  est 


Fig.  63. 


supporté  par  des  roulettes  qui  permettent  de  transporter  la 
machine  à  l'endroit  où  Ton  doit  s'en  servir.  Elle  porte  deux 
treuils,  mais  sur  la  figure  celui  de  droite  seul  est  censé  fonc- 
tionner :  la  corde  de  ce  treuil  passe  successivement  sur  une 
poulie  fixe  à  droite,  puis  sur  une  poulie  fixe  à  gauche  où  se 
trouve  la  charge  à  élever. 

31.  Crémaillère,  —  L'engrenage  à  crémaillère,  dont  nous 
avons  donné  le  tracé  au  n®  15,  permet  de  transformer  un  mou- 
vement circulaire  continu  en  rectiligne  continu  et  inverse- 
ment. 

Le  cricy  qui  sert  à  soulever  à  une  faible  hauteur  des  corps 
très-pesants  [Jig.  64),  réalise  l'emploi  de  la  crémaillère  pour 
effectuer  la  première  de  ces  transformations.  La  crémaillère 
engrène  avec  un  pignon  monté  sur  le  même  axe  qu'une  roue 
dentée  engrenant  elle-même  avec  un  second  pignon  qui  fait 
corps  avec  une  manivelle.  L'axe  de  la  manivelle  est  muni  d'un 
encliquetage.  En  agissant  dans  le  sens  voulu  on  augmente  la 
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longueur  de  la  partie  extérieure  de  la  crémaillère,  dont  Tex- 
trémité  placée  sous  le  corps  a  pour  effet  de  le  soulever. 


32.  Fis.  —  Considérons  une  vis,  dont  le  noyau  est  maintenu 
de  manière  [Jig.  65)  qu'il  ne  puisse  se  déplacer  qu'autour  de 
son  axe,  terminée  à  l'une  de  ses  extrémités  par  une  roue, 
une  manivelle  ou  un  levier  qui  traverse  la  tête  de  l'axe.  Si 


l'écrou  est  guidé  parallèlement  à  l'axe  de  la  vis,  en  faisant 

tourner  cette  dernière,  l'écrou  se  déplace  parallèlement  à 

cet  axe.  Soient  R  la  longueur  de  la  manivelle  ou  le  rayon  de 

la  roue;  h  le  pas  de  l'hélice;  pour  un  tour  de  vis,  l'écrou  se 

déplace  de  A;  le  rapport  de  la  vitesse  de  l'écrou  à  celle  de 

l'extrémité  de  la  manivelle  ou  de  la  circonférence  de  la  roue 

.     ,   ,  ,  A 
est  par  suite  égal  a  — jr« 


Fig.  6/|. 


Fig.  65. 


92  QUATRIÈMB  PARTIE.  — -  CHAPITRE  IV. 

33..  Mouvements  différentiels.  —  i°  Treuil  différentiel.  — 
Celle  machine  {Jig.  66)  diffère  du  ireuil  simple  en  ce  que  le 
lour  esl  formé  de  deux  pariies  T,  T'  de  diamèlres  différenls, 
auxquelles  vienneni  se  fixer  les  deux  extrémités  de  la  corde; 
celle  corde,  qui  s'enroule  en  sens  opposés  sur  les  deux  par- 
ties du  lour,  supporle  une  poulie  mobile  P  à  la  chape  de 
laquelle  est  accrochée  la  charge  à  soulever. 


Fîg.  66. 


Soient  R  le  rayon  de  la  manivelle;  r,  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  rayon  de  Tarbre.  A  un  tour  de  la  manivelle,  déplacée 
dans  un  sens  convenable,  correspondra  Tenroulement  de  la 
longueur  27rr  de  corde  sur  le  cylindre  de  rayon  r  elle  dérou- 
lement de  27rr'  sur  Tautre  cylindre.  Si  les  cordons  de  la  poulie 
mobile  sont  parallèles  dès  Torigine  et  s'ils  restent  suffisam- 
ment longs  pour  qu'on  puisse  les  considérer  encore  comme 
tels  à  un  instant  quelconque,  la  charge  se  sera  élevée  de 
2  7:  (r  —  r')  ;  le  rapport  des  vitesses  de  la  charge  el  de  l'extré- 


TRANSFORMATION  d'uN  MOUVEMENT  DE  ROTATION  CONTINU^  ETC.  q3 

milé  de  la  manivelle,   ^  =  — - — ?  peut  être  rendu 

aussi  petit  que  Ton  voudra  par  une  valeur  déterminée  de  R, 
en  donnant  une  valeur  convenable  à  la  différence  r  —  r'. 

2®  Fis  différentielle,  —  Cet  organe  (^g-.  67  )  se  compose 
d'un  arbre  portant  vers  ses  extrémités  deux  pas  de  vis  identi- 
ques A,  A'  traversant  deux  supports  qui  forment  écrous  fixes. 


Fig.  C7. 


Le  milieu  de  l'arbre  est  muni  d'une  vis  B,  d'un  pas  h'  diffé- 
rent de  celui  h  des  précédentes,  et  porte  un  écrou  C  qu'un 
guide  empêche  de  tourner.  Les  trois  vis  sont  de  mêifte  sens. 

Pour  un  tour,  l'écrou  s'avancerait  de  A'  si  la  vis  était  fixée 
dans  des  collets;  mais  elle  s'avance  elle-même  de  A  :  le  dé- 
placement absolu  de  l'écrou  est  donc  h'  —  A,  quantité  que  l'on 
peut  rendre  aussi  petite  que  l'on  voudra  toul  en  conservant 
aux  deux  filets  de  vis  la  solidité  voulue. 
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CHAPITRE  Y. 

TRANSFORMATION  D  UN  MOUVEMENT  CIRCULAIRE  CONTINU 
EN  RECTIUGNE  ALTERNATIF,  ET  VICE  VERSA. 


34.  Dans  les  machines»  la  transformation  immédiate,  Tun 
dans  l'autre,  des  mouvements  de  rotation  continu  et  rectiligne 
alternatif  a  toujours  lieu  dans  des»  conditions  telles»  que  la  di- 
rection du  second  mouvement  est  toujours  perpendiculaire  à 
Taxe  du  premier,  et  c'est  ce  que  tout  ce  qui  suit  suppose  im- 
plicitement. 

35.  Bielle  et  manivelle.  —  Lorsque  Ton  a  la  latitude  de 
pouvoif  terminer  l'arbre  par  le  plan  perpendiculaire  à  son  axe  0 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  la  pièce  à  mouvement  al- 
ternatif, on  cale  sur  son  extrémité  une  manivelle  OA  (fig.  68) 

Fig.  68. 


qui  se  termine  par  un  cylindre  [bouton  ou  manchon )  ayant 
son  axe  A  parallèle  à  celui  de  l'arbre.  Le  maneton  s'engage 
dans  un  coussinet  adapté,  comme  nous  l'indiquerons  plus 
loin,  à  l'une  des  extrémités  (grosse  tête)  d'une  pièce  appelée 
bielle.  L'autre  extrémité  de  la  bielle  {petite  tête),  également 
munie  d'un  coussinet,  reçoit  .un  cylindre  B  (  boulon  d'at- 
tache) qui  traverse  l'extrémité  libre  {crosse  ou  coquille)  d'une 
tige  fixée  d'autre  part  à  la  pièce  à  mouvement  alternatif. 
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La  direction  du  mouvement  est  d'ailleurs  complètement  as- 
surée par  des  patins  CC  dont  la  coquille  est  munie,  main- 
tenus par  des  glissières  DD.  On  s'arrange  d'ailleurs  de  manière 
que  le  plan,  passant  par  les  axes  de  l'arbre  et  du  boulon  d'at- 
tache, soit  parallèle  à  la  direction  du  mouvement  de  transla- 
tion. 

Lorsque  l'arbre  ne  peut  pas  être  interrompu  à  l'endroit 
voulu,  on  le  coude  [fig^  69),  et  le  coussinet  de  la  bielle  est 

Fig.  69. 


placé  sur  la  partie  moyenne  du  coude,  ou  sur  une  portion  de 
celle  partie,  limitée  par  deux  saillies  circulaires  [congés)  ; 
maïs  on  voit  qu'au  point  de  vue  géométrique  les  choses  se 
passent  de  la  même  manière  dans  les  deux  cas. 
Dans  le  premier  cas,  la  grosse  tête  [fig.  70)  est  d'une  seule 


Fig.  70. 


pièce  avec  le  reste  de  la  bielle,  et  présente  une  cavité  rèctan- 
gulaire  qui  reçoit  les  deux  parties  du  coussinet.  On  fixe  ces 
deux  pièces  au  moyen  de  deux  coins  [clavette  et  contre-cla- 
vette), que  l'on  serre  contre  le  corps  de  la  bielle  et  que  l'on 
fixe  par  des  goupilles  pour  empêcher  le  desserrage  de  se  pro- 
duire. Dans  le  cas  d'un  arbre  coudé,  l'emplacement  du  cous- 


g6  QUATRIÈME  PARTIS.  —  CHAPITRE  Y. 

sinet  est  déterminé  par  une  pièce  rapportée  (<?Aa/9e)  au  moyen 
de  deux  boulons  [Jig.  71)  ou  d'écrous  (fig.  72). 

Fig.  71. 


Fig.  72. 


Théorie  géométrique,  —  Supposons  que  toutes  les  pièces 
considérées  quant  à  présent  comme  invariables  soient  ré- 
duites à  leurs  axes  de  figures  et  que  la  rotation  ait  lieu  de  la 
gauche  vers  la  droite. 

Soient  (/g-.  73),  en  projection  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  de  la  rotation, 

0  cet  axe  ; 

OA  ==R,  AB  =  L  les  longueurs  de  la  manivelle  et  de  la  bielle; 
B6  la  direction  du  mouvement  alternatif  de  la  tige; 
Q  l'angle  formé  par  OAavec  le  prolongement  de  OB; 

w  =  ^  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle; 

1  =  ABO  rinclinaison  de  la  bielle  sur  Ox  ; 

e  z=:  -  le  rapport  des  longueurs  de  la  manivelle  et  de  la  bielle. 
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Nous  appellerons  points  morts  intérieur  et  extérieur  les 
positions  de  A  sur  OB  et  sur  son  prolongement. 

Fig.  73. 


Le  centre  instantané  de  rotation  de  AB  se  trouve  évidem- 
ment au  point  de  rencontre  S  de  OA  prolongé  avec  la  perpen- 
diculaire élevée  en  B  sur  Ob.  La  vitesse  du  point  A  étant  wR, 
la  vitesse  angulaire  instantanée  autour  de  S  est 


SA' 


et  la  vitesse  Y  du  point  B 


Si  H  est  le  point  de  rencontre  de  AB  avec  la  perpendicu- 
laire en  0  sur  OB,  cette  expression  devient,  par  la  similitude 
des  triangles  AOH  et  OSB, 

V  =  «OH. 

On  voit  que  la  vitesse  V,  nulle  aux  points  morts,  est  égale 
à  celle  du  boulon  de  la  manivelle,  lorsque  cette  dernière  est 
perpendiculaire  à  la  direction  du  mouvement  rectiligne. 

Théorie  anal/tique.  —  Soit  K  la  projection  de  A  sur  06; 
on  a 

AK  —  RsinO  =  L  sin/, 

ni.  7 
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d'où 

sin/  =  «sinô,   cos/  =     —  s^sin'ô  =i  sin^ô  h  ^sin^ô  -h  . . .. 

'  a  2.3.4 

Mais  comme  dans  les  applications  e  est  égal  à  7,  nous  pour- 
rons, avec  une  approximation  bien  suffisante,  négliger  devant 
Tunité  les  puissances  de  cette  quantité  supérieures  à  la  troi- 
sième et  écrire  tout  simplement 

cos/  =  1  sin^ô. 

2 

Maintenant  nous  avons 
(i)         OB  =  Leos?  —  R  cos9     L  —  R  ^cosô  -f-  ^  sin'ô^» 

d'où 

V=Î^  =  «R  ^sin9-l  sin2î). 

Si  le  mouvement  de  rotation  est  sensiblement  uniforme; 
on  a 

et 

(A)  V  =  wR  ^sinw/ —  ^  sin2w/^« 

Dans  ce  cas,  la  vitesse  moyenne  est 

W  =  -  r''vJÔ  =  -»R  =  o,637»R. 

35.  Excentrique  circulaire.  —  Le  noyau  de  cet  excentrique 
est  un  disque  circulaire,  souvent  évidé  à  l'intérieur  pour  en 
diminuer  la  masse,  monté  normalement  sur  l'arbre,  mais 


Fig.  74. 


dont  le  centre  a  (fig.  67  et  78)  ne  se  trouve  pas  sur  l'axe  de 
rotation  0.  Un  anneau  [collier  de  V excentrique)  enveloppe  à 
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frottement  doux  le  noyau  et  fait  corps  avec  une  tige  ou  un 
châssis  triangulaire  (la  barre  de  V excentrique)  dont  l'extré- 
mité b  est  articulée  à  la  tige,  guidée,  en  conséquence,  de  la 
pièce  à  mouvement  alternatif. 

Comme  Oa^  ab  sont  des  longueurs  constantes,  on  voit  que 
l'excentrique  joue  le  même  rôle  qu'une  manivelle  Oa  dont  la 
bielle  serait  ab.  On  peut  dire  aussi  que  l'excentrique  circu- 
laire n'est  autre  chose  qu'un  système  formé  d'une  bielle  et 
d'une  manivelle  dans  lequel  le  bouton  aurait  un  diamètre 
supérieur  à  celui  de  l'arbre. 

36.  Manivelle  et  coulisse,  —  Lorsque  Ton  n'a  que  de  faibles 
efiforts  à  transmettre,  on  peut  supprimer  la  bielle  ;  le  bouton 
de  la  manivelle  s'engage  alors  dans  une  pièce  parallélépipé- 
dique  ou  coulisseau  {fig.  76),  qui  peut  se  mouvoir  dans  une 

Fig.  75. 


coulisse  normale,  à  la  direction  du  mouvement  rectiligne  et 
faisant  corps  avec  la  pièce  à  mouvement  alternatif. 

En  conservant  les  notations  du  n®  on  voit  sans  peine  que 
la  loi  du  mouvement  rectiligne  est  donnée  par  la  formule 

V  =  wRsinô. 

37.  Des  excentriques  en  général.  —  Le  système  d'une  bielle 
et  de  sa  manivelle,  et  Texcenlrique  circulaire  transforment  un 
mouvement  de  rotation  en  un  mouvement  alternatif  dont  le 


7' 
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rapport  delà  vîlesse  V  à  la  vitesse  angulaire  «  est  une  fonction 
déterminée  de  Tangle  0  que  forme,  à  un  instant  quelconque, 
un  rayon  OA  fixe  dans  Tarbre,  avec  la  position  0A«  qu'il  oc- 
cupe dans  la  direction  du  mouvement  rectiligne,  par  exemple, 
de  l'autre  côté  de  l'arbre  par  rapport  à,  la  tige. 

Mais  il  arrive  souvent  que  Ton  ait  à  effectuer  la  transforma- 
tion de  manière  que  la  distance  à  l'axe  de  la  tête  de  la  tige 
à  mouvement  alternatif  soit  une  fonction  donnée  de  l'angle  0,: 
I**  soit  pour  une  oscillation  complète;  2**  soit  seulement  pour 
une  partie  de  l'oscillation,  la  fonction  changeant  de  forme 
pour  une  partie  suivante,  et  ainsi  de  suite.  On  monte  alor§, 
normalement  sur  l'arbre,  une  plaque  à  laquelle,  par  une  cer- 
taine analogie,  on  a  donné  le  nom  d'excentrique,  dont  le 
pourtour,  taillé  d'une  manière  convenable,  doit  s'appuyer 
contre  la  tête  de  la  tige.  L'excentrique  agit  naturellement 
sur  la  tige  pour  l'éloigner  de  l'axe  de  rotation,  ou  pour  pro- 
duire son  mouvement  direct;  mais,  pour  la  conduire  en  sens 
inverse,  il  faut  que  la  tige  soit  ramenée  au  contact  par  des 
ressorts  disposés  en  conséquence.  Dans  certaines  circon- 
stances, on  peut  munir  la  tête  de  la  tige  d'un  châssis  en- 
veloppant l'excentrique  qui  agit  pour  produire  le  mouvement 
rétrograde;  nous  indiquerons  plus  loin  une  disposition  de 
cette  nature. 

Soit  en  0  l'angle  que  forme  un  rayon  déterminé  OA  de  l'ex- 
centrique avec  la  direction  du  mouvement  rétrograde;  r=f{6'j 
la  loi  du  mouvement  rectiligne  entre  les  valeurs  ri,  r,  de  la 
dislance  r  de  la  tête  de  la  tige  à  l'axe  de  rotation;  pour  que 
le  problème  soit  possible,  il  faut  que  les  équations  r,=/(e), 
r2=f{0)  donnent  pour  9  des  valeurs  réelles  0i,  0j,  ce  que 
nous  supposerons.  La  relation  r=:f{6)  sera  l'équation  polaire 
de  l'arc  d'excentrique  rapporté  à  l'axe  polaire  OA  et  limité 
aux  rayons  vecteurs  définis  par  les  angles  9,  et  O2. 

Supposons,  par  exemple,  r=aO  -hb,  aeib  étant  des  con-, 
stanies;  la  courbe  sera  une  spirale  d'Archimède,  et  le  mou- 
vement de  translation  sera  uniforme  si  la  vitesse  angulaire 
dQ 

&)  =  -rr  est  constante.  On  réalise  le  mouvement  uniforme  al- 
at 

ternatif  de  la  manière  suivante. 
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Soient  {fig.  76)  AB  une  droite  passant  par  le  centre  de  rota- 
tion 0;  AMB,  AM'B  deux  ares  symétriques  par  rapporl  à  cette 
droite,  à  laquelle  sont  limitées  des  spirales  représentées  par 
l'équation  ci-dessus,  OA  étant  l'origine  des  angles  d.  Il  est 
facile  de  voir  que  tous  les  diamètres,  tels  que  MM',  du  con- 
tour AHBM'  sont  égaux  à  AB.  Nous  prendrons  pour  profil  de 


Flg.  76. 


l'excentrique  le  contour  ambm'  intérieur  et  parallèle  au  pré- 
cédent, tracé  à  la  distance  e.  Sa  tige  à  mouvement  alternatif 
est  interrompue  par  un  châssis  rectangulaire,  de  manière  à 
pouvoir  laisser  passer  l'arbre  0.  Les  milieux  des  côtés  adja- 
cents à  la  tige  portent  des  galets  G  et  G'  de  rayon  e,  dont  la 
distance  des  axes  est  égale  a  AB.  Il  est  clair  que,  lors  du  mou- 
vement de  l'arbre,  les  galets  resteront  en  contact  avec  l'ex- 
centrique, que  leurs  centres  décriront  le  contour  AMBM',  et 
que,  par  suite,  le  mouvement  rectiligne  sera  uniforme. 

On  construirait  un  excentrique  à  mouvement  uniformé- 
ment varié  en  prenant  r  =  aQ'^-\-bQ-f-Cy  a,  h,  c  étant  des 
constantes. 

38.  Des  rainures.  —  On  peut  résoudre  le  même  problème 
que  ci-dessus  en  montant  sur  l'arbre  un  plateau  dont  l'une 
des  faces  porte  une  roulette.  Cette  roulette  pénètre  dans  une 
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rainure  pratiquée  dans  la  pièce  à  mouvement  alternatif.  Les 
limites  de  la  rainure  doivent  être  évidemment  déterminées 
par  deux  parallèles  à  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  la  rou- 
lette, tracées  à  une  distance  d'une  longueur  égale  au  rayon  de 
la  roulette. 
Soient  [Jig.  77) 

Fîg.  77. 

y 

I 
c 


c 

0  Taxe  de  rotation  ; 

R  sa  distance  au  centre  m  de  la  roulette  ; 

C  un  point  déterminé  de  la.  pièce  à  mouvement  alternatif  si  - 

tué  sur  la  parallèle  0/  menée  par  le  point  0  à  la  direction 

de  ce  mouvement; 
Cx  la  perpendiculaire  en  C  à  O7; 

yz=Çly  x  =  m\  les  coordonnées  du  point  m  de  la  courbe  mK 
que  doit  décrire  le  centre  de  la  roulette  pour  que  le  mouve- 
ment de  translation  satisfasse  à  la  condition  donnée,  définie 
par  OC=/(0),  en  désignant  par  Q  Tangle  mOy. 

On  a 

(-=Rsin0, 

^  ^  1  j=Rcosô-OG  =  Rcosô-/(ô). 

L'élimination  de  0,  entre  ces  deux  équations,  fera  connaître 
la  relation  qui  doit  exister  entre  7  et  ^,  c'est-à-dire  l'équation 
cherchée  de  la  courbt  mK. 

Supposons  maintenant  que  l'on  connaisse  la  forme  de  la 
courbe  définie  par  l'équation 

et  que  l'on  veuille  trouver  la  loi  du  mouvement  ou/(0).  L'é- 
limination de  X  et/  entre  les  équations  (i)  et  (2)  donne 

/(Ô)  =  Rcos6-F(R8inô). 
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En  suppo'sant  x  =  const.,  on  retombe  sur  la  transforniation 
du  n»  36. 

39.  Excentrique  triangulaire.  —  L'organe  dont  nous  allons 
indiquer  le  tracé  a  pour  objet  de  transformer  un  mouvement 
de  rotation  continu  en  rectiligne  alternatif  intermittent. 

La  fig.  78  représente  une  coupe  faite  dans  le  mécanisme 
par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 


Soient 
O  la  trace  de  cet  axe  ; 

DOA  la  direction  du  mouvement  rectiligne; 
ODE  la  trace  de  l'arbre  ; 

MNPQ  un  châssis  rectangulaire  dont  deux  côtés  opposés  MP 
et  NQ  sont  parallèles  à  OA;  ce  châssis,  qui  est  censé  réduit 
à  son  périmètre  intérieur,  laisse  passer  l'arbre  et  est  fixé 
aux  milieux  A,  D  des  côtés  MN  et  PQ,  aux  deux  parties  de 
la  tige  à  mouvement  alternatif  qui  sont  guidées  en  consé- 
quence :  sur  la  figure  on  suppose  que  le  châssis  a  été  amené 
tangentiellement  au  cercle  ODE  ; 

AOB  =  EOD  l'angle  dont  l'arbre  doit  tourner  pendant  l'inter- 
mittence . 

Décrivons  du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  OA,  l'arc  de  cercle  AB  limité  à  OA  et  OB. 


Fig.  78. 
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De  rinlersection  C  de  OA  avec  la  perpendiculaire  menée  au 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  D  et  B  nous  décri- 
rons un  arc  de  cercle  limité  en  D  et  B.  Nous  tracerons  de  la 
même  manière,  de  l'autre  côté  de  AD,  l'arc  de  cercle  AE  qui 
complète  le  profil  de  l'excentrique. 

La  rotation  étant  censée  avoir  lieu  de  la  gauche  vers  la 
droite,  supposons  que  l'excentrique  soit  arrivé  en  A'B'D'E', 
le  pointe  éunt  venu  se  placer  en  C  et  le  châssis  en  M'N'FQ'. 
Soient  m  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  C'sur  P'Q': 
T  l'intersection  de  la  direction  de  OA  avec  la  parallèle  en  m 
à  OC;  m  sera  le  point  de  contact  de  P'Q'  avec  le  côté  B'D'  de 
l'excentrique.  Mais  comme  on  a  Oï=C'm,  mT=::OC',  le 
point  T  est  fixe  et  est  le  centre  d'une  circonférence  sur  la- 
quelle reste  constamment  le  point  de  contact  m,  dont  la  vi- 
tesse est  par  suite  la  même  que  celle  de  C;  le  mouvement 
oscillatoire  du  châssis  pendant  toute  la  durée  de  l'action 
de  B'D'  n'est  donc  autre  chose  que  celui  de  la  projection 


d'un  mouvement  circulaire  sur  un  diamètre.  L'intermittence 
commence  au  moment  où  B  vient  en  contact  avec  PQ,  et 
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se  termine  à  Tinstant  où  A  touche  le  «même  côté;  puis  la 
seconde  oscillation  a  lieu  par  suite  de  la  pression  exercée 
par  AE  sur  MN. 

La  fig.  79  représente  la  réalisation  du  tracé  précédent. 

Les  cames  et  pilons,  dont  nous  parlerons  dans  une  autre 
Chapitre,  donnent  un  autre  exemple  de  la  transformation  dont 
nous  venons  de  nous  occuper. 

40.  Machines  oscillantes.  —  Certains  bateaux  sont  munis  de 
machines  à  cylindre  oscillant,  disposition  qui  n'est  justifiée 
que  par  Texiguïté  de  l'emplacement  dont  on  dispose. 

Le  cylindre  est  supporté  par  deux  tourillons  horizontaux 
de  même  axe  {Jig.  80)  s'engageant  dans  des  coussinets.  La 
tige  du  piston  s'articule  directement  avec  la  manivelle,  dont 
l'axe  horizontal  de  rotation  est  compris  dans  le  même  plan 
vertical  que  celui  des  tourillons.  On  voit  immédiatement  que 

Fig.  80.  Fig.  81. 


le  cylindre  doit  être  animé  d'un  mouvement  circulaire  alter- 
natif, et  qu'une  oscillation  complète  correspond  à  une  révo- 
lution de  l'arbre. 
Soient  {Jig.  81),  en  projection  sur  un  plan  perpendiculaire 
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aux  deux  axes,  en  réduisant  les  pièces  à  leurs  lignes  de  sy- 
métrie, 

0,  0'  les  axes  de  rotation  de  l'arbre  et  du  cylindre  ; 
OA  =  R  le  rayon  de  la  manivelle  ; 
0  l'angle  qu'il  forme  avec  00'  ; 

de , 

w  =  ^  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre; 

a  la  distance  00'  ; 

X  la  lonjgueur  variable  AO'  ; 

\  =  —    vitesse  relative  du  piston  dans  le  cylindre. 

Théorie  géométrique,  —  La  tige  du  piston  étant  assujettie 
à  passer  constamment  par  le  point  0',  son  centre  instantané 
se  trouve  à  l'intersection  S  de  OA  prolongé  avec  la  perpendi- 
culaire en  0'  à  O'A.  Si  donc  on  appelle  w'  la  vitesse  angulaire 
de  0' A  autour  de  S,  on  a 

«'xSA=wxOA; 
d'où,  en  abaissant  la  perpendiculaire  01  sur  O'A, 

01 

Cette  rotation  peut  être  considérée  comme  résulunt  d'une 
rotation  égale  autour  de  0',  qui  sera  la  vitesse  angulaire  du 
cylindre,  et  d'une  translation 

«'xSO'  ou  V  =  «xOI, 

qui  sera  la  vitesse  relative  du  piston  dans  le  cylindre. 

Théorie  anal/tique,  —  Le  triangle  AOA'  donne 

a:  =  y/a» —  2     cosÔ , 

d'où,  en  développant  en  série, 

-  /"â — «2  r     gRcosQ        q'R'    cos'Q       fl^R^    ces' 9  "1 

mais,  comme  on  prend  toujours  R  au-dessous  de  |,  on  peut 
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s'en  tenir  aux  trois  premiers  termes  du  développement  et 
écrire 


d'où 


dx  r  .  A         ^R  SlVôl 


En  négligeant  le  carré  de  -  9  on  a  tout  simplement  ^ 


V  =  wR  (  sinô—  -  —j— )• 


Si  Ton  désigne  par  (3  l'angle  AO'O  ou  l'obliquité  de  la  tige 
du  piston,  on  a 

Rsin9=r  orsinp, 

d'où 

.  û      Rsinô    /       aR  .\ 

Le  rapport  .  est  généralement  assez  petit  pour  qu'on 

va*  }^} 

puisse  prendre 

R»sin»9 

cosp  =  1— 


io8 


QUATRIÈME  PARTIE.        CHAPITRE  TI. 


CHAPITRE  VI. 

TRANSFORMATION  D'UN  MOUVEMENT  CIRCULAmE  CONTINU  EN  UN 
MOUVEMENT  RECTILIGNE.  INTERMITTENT  DONT  ON  PEUT,  DANS 
CERTAINES  LIMITES,  FAIRE  VARIER  LA  LOI  A  VOLONTÉ  OU 
AUTOMATIQUEMENT. 


§  I.  —  Coulisse  Stephenson. 

41.  Description.  —  La  disposition  dont  il  s'agit,  et  dont  nous 
allons  donner  la  description,  est  représentée  en  projection 


Fig.  8a. 


Fig.  83. 


i 


verticale  et  en  plan  par  les  Jig.  82  et  83.  La  Jig.  84  est  Téquiva- 
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lent  de  la  première  de  ces  figures;  seulement  les  organes  n'y 
sont  indiqués  que  par  leurs  axes  de  symétrie. 
Soient 

0  la  trace  verticale  de  Taxe  de  rotation  de  la  machine,  avec 
laquelle  coïncident  les  centres  de  deux  excentriques  circu- 
laires identiques,  dont  les  excentricités  sont  OA  et  OA'; 


Fig.  84. 


AB,  A'B'  les  barres,  égales  entre  elles,  de  ces  deux  excen- 
triques; 

BB'  une  coulisse  circulaire  articulée  par  ses  extrémités  B 
et  B'  à  celles  des  barres  ci-dessus; 

OE  la  direction  du  mouvement  recliligne  que  l'on  veut  obte- 
nir et  dont  la  direction  passe  par  0. 

La  tête  E  de  la  tige  est  articulée  à  un  coulisseau  qui  s'en- 
gage dans  la  coulisse. 

Au  point  D  de  la  coulisse  est  articulée  une  bielle  CD  dite 
de  relevage  ou  de  suspension^  articulée  elle-même  en  C  au 
levier  coudé  CFA,  dont  l'axe  est  F;  KN  est  une  tringle  arti- 
culée à  l'extrémité  K  de  ce  levier  et  en  un  point  N  d'un  levier 
droit  LP,  dit  de  commande,  ayant  son  axe  en  L  etterminépar 
une  manette  en  P  ;  ce  levier  est  à  la  disposition  du  mécanicien 
pour  faire  varier,  selon  les  circonstances,  la  position  de  la 
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coulisse;  ce  même  levier  est  muni  d'un  verrou  longitudinal 
maintenu  par  deux  guides,  terminé  vers  P  par  une^manette, 
qui  tend  à  s'éloigner  de  ce  point  par  l'action  d'une  lame  de 
ressort.  En  rapprochant  à  la  main  les  deux  manettes,  on  peut 
déplacer  à  volonté  le  levier  de  commande  et  le  fixer  en  lâ- 
chant la  main,  de  manière  à  laisser  pénétrer  le  verrou  dans 
l'une  des  éncocheiâ  de  l'arc  RS.  Ainsi,  pour  chaque  position 
de  la  coulisse,  le  point  C  est  fixe. 

La  lettre  Q  désigne  un  contre-poids  adapté  à  l'extrémité 
du  prolongement  de  CEF,  et  qui  équilibre  autant  que  pos- 
sible, dans  chacune  des  positions  de  LP,  le  poids  de  la  cou- 
lisse et  la  composante  des  poids  des  barres  d'excentrique 
agissant  sur  C,  de  manière  à  rendre  plus  facile  la  manœuvre 
du  levier  de  commande.  On  dit  que  la  coulisse  est  à  son 
point  mort  lorsque  son  milieu  se  trouve  sur  la  direction 
de  OH. 

Il  est  clair  que,  si  B  ou  B'  se  trouve  sur  OE,  la  tige 
n^obéira  qu'à  l'influence  de  la  bielle  ÂB  ou  A'B',  comme  si 
elle  était  isolée,  et  que  si  E  est  suffisamment  près  de  B, 
l'influence  de  AB  sur  le  mouvement  alternatif  sera  prédomi- 
nante. 

Dans  certaines  circonstances,  au  lieu  de  laisser  les  deux 
barres  d'excentrique  ouvertes  comme  l'indique  la  Jig.  80, 
on  les  croise,  c'est-à-dire  qu'elles  sont  alors  représentées 
par  les  droites  AB',  A'B.  Mais  nous  ne  considérerons  que 
le  premier  cas,  sauf  à  faire  ressortir,  quand  il  y  aura  lieu,  les 
modifications  qu'il  faudra  faire  subir  à  la  théorie  pour  qu'elle 
s'applique  au  second. 

42.  Théorie  géométrique.  —  Le  centre  instantané  de  la 
coulisse,  qu'il  s'agit  de  déterminer,  se  trouve  en  un  certain 
point!  de  CD;  en  le  supposant  connu,  le  centre  instantané 
de  AB  sera  déterminé  par  l'intersection  S  de  OA  et  BT;  celui 
de  A'B'  sera  de  même  au  point  de  rencontre  S'  des  directions 
de  OA'  et  TB'. 

Il  suit  de  là  que,  en  désignant  par  o)  la  vitesse  angulaire  de 

OA 

l'arbre  0,  la  vitesse  angulaire  autour  de  S  est  w       la  vitesse 
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OA 

du  point  B  est  ct)  '  vitesse  angulaire  &>'  de  la  coulisse 
autour  de  T  est 

OA  SB 

b)  =  fil)  — >   • 

AS  TB 

On  a  de  même 

OA'  S'B' 


par  suite, 
d'où 


OA  SB  OA'  S'B' 
AS  TB     A  S'  TB  ' 


AS.TB.  A'S'.TB'. 
SB    •  S'B' 


Soient  M,  M' les  points  de  rencontre  de  OT.  avec  les  pro- 
longements de  AB,  A'B';  TN,  TN'  les  parallèles  à  OA,  OA' 
menées  par  le  point  T,  limitées  respectivement  en  N  et  N' 
aux  prolongements  de  AB,  A'B'.  Les  triangles  TNB,  ASB 
donnent 

SB 

On  a  de  même 

A^SVTF, 

par  suite 

TN:rN'::OA:OA', 

ce  qui  prouve  que  les  points  M  et  M'  se  confondent.  Donc 
{ théorème  de  Phillips)  :  En  joignant  le  point  de  rencontre 
des  directions  des  barres  d'excentrique  au  centre  de  la  rota- 
tion continue,  on  obtient  une  droite  dont  l'intersection  avec 
la  bielle  de  suspension  détermine  le  centre  instantané  de  ro- 
tation de  la  coulisse. 

Le  point  T  étant  connu,  on  a,  pour  la  vitesse  du  point  E, 


dont  la  composante  V  parallèle  à  OH  est  la  vitesse  de  la  tige. 
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Si  y  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  T  sur  OE,  on  a 


y  ^  OA 
«  "  TN 


expression  qu'il  est  facile  de  construire  géométriquement. 

43.  Théorie  analytique.  —  Supposons,  pour  lîxer  les  idées, 
que  0£  soit  horizontal.  Soient 

a,  d y  6,  V  les  projections  sur  OE  des  points  A,  A',  B,  B'; 
r  =  OA  =  OA'  Texcenlricité  ; 

OB  =  OB'  la  longueur  des  barres  d'excentrique; 
2c  =  BB'  la  longueur  de  la  corde  de  la  coulisse; 
p  le  rayon  de  la  coulisse; 

2a  l'angle  de  l'excentricité  OA'  avec  le  prolongement  de  OA, 
a  étant  l'angle  que  forme  avec  la  verticale  chacune  des 
excentricités  lorsqu'elles  sont  également  inclinées  surOE; 

e  l'inclinaison  de  la  corde  BB'  sur  la  verticale  ; 

u  la  distance  IJ  du  milieu  I  de  cette  corde  à  son  point 
d'intersection  J  avec  OE; 

<p  l'angle  formé  par  OA  avec  le  prolongement  de  EO  au  delà 
de  0. 

Nous  supposerons  que  /  est  assez  grand,  ainsi  que  cela  a 
lieu  dans  la  pratique,  pour  que  l'on  puisse  négliger  les  puis- 
sances    ^'  y'  y  supérieures  à  la  seconde. 

On  a  évidemment 


Oh  -  Oh' 


.  ,    /      fz-sinv  —  {c  —  u)  cossl^ 
=  -rcos<f  +  l^i-y  _  1  J  . 


d'où,  au  degré  d'approximation  convenu. 


(!) 


Ob  =  -/•cos<p-H/ 


r  sin©  —  (r  —  u 


l 
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Pour  obtenir  06',  il  suffit  de  changer  dans  cette  expres- 
sion a  en  —  a  et  <p  en  i8o*»  —  <p  -t-  aa,  ce  qui  donne 

(l')    06'=rC0S(<p-h2a)-l-/ji—  ^  '-j-^  J  |, 

d'où 

sins  =  —  ^  ^cosa     ^  sina  cose^  003(7  -H  a) 

-4-  j  j^cos*e  —  ^  coss  cosa  sin  («p  -h  a)J 

-H  ^  [8in'(<p -H  2a)  -  8in*(ï)]. 

Si  l'on  remarque  que  le  terme  prédominant  de  celte  expres- 
sion est  le  premier,  que,  dans  la  pratique,  les  trois  rapports 

-»  -,  7—7  sont  du  même  ordre  de  grandeur,  il  suffit  de  sup- 
c    l  ^cl 

poser 

(a)  COS'e  =  I  —  ^  COS^acOs'((j)  —  a) 

dans  le  premier  terme  du  coefficient  de  u,  et  cose  =  i  dans 
les  autres  termes.  On  obtient  ainsi 

sine  =  —  ^  ^cosa.H-  ^  sina^  cos(y  a) 

(2)  I  -H  ^  j^i— ^  cosasin(<ï) -H  a)J 
-H  ^1  j[sin^(<ï)  -h  2a)  —  sin'<p]  —  "  cos'acos'(<ï)     a)  | . 

Maintenant  nous  avons 

06 -h  06'     6'J-6J  .  06-4-06' 

OJ  =  1  sins  =  h  c  sine, 

22  2  ' 

OU 

OJ  =  r(  —  sman  — — COSajsin(f  -+-a) — j  cosacos((j>-ha) 

(3)  ^  ^.+  /-^[(c-+-w)sin^<ï»-f-(c-.a)sin»((ï)-+-2a)] 


-H  i  ^  C0S'aC0S*(<|p  -H  a)  . 


III. 
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La  flèche  de  Tare  BB'  étant  toujours  très-petite  par  rapport 
au  rayon  p,  on  peut  prendre  approximativement  {*) 

ap 

II  vient  par  suite 

0E  =  /H  —  y^^JJ  ^^'^"'^  ^/ — cosaj  sin((j)-i-a) 

ru  ,  . 
 ^C08aC0S(f -f-a) 

—  Jtî  '^(^        ^^^^^  -H  (c  —  w)  8in*(«ï>  H-  aa)] 
^^  (c*  — tt*)C08*(<ï)-l-a)c0s'a. 

La  suspension  étant,  comme  nous  le  verrons  tout  à  rbeure, 
disposée  de  telle  manière  que  u  varie  très-peu  avec  <p  pour 
chaque  position  de  la  coulisse,  nous  considérons  cette  lon- 
gueur comme  constante.  Pour  des  motifs  que  nous  ferons 
connaître  en  temps  voulu,  il  faut  que  la  moyenne  des  valeurs 
de  OE  pour  <p  =  90"  4-  a  et  9  =  270®  -4-  a  soit  Indépendante 
de  Uy  ce  qui  exige  que 

P  =  /. 

Ainsi  donc  :  le  rayon  de  la  coulisse  doit  être  égal  à  la  Ion- 
gueur  de  la  barre  de  l'excentrique. 


)  La  flèche  étant  prise  pour  axe  des  en  plaçant  l'origine  en  I,  réquation 
de  l'arc  BB'  se  réduit  à 

celle  de  JL  est 

X  =.x  tang  e  -+-  w  j 

on  a  donc  pour  J 

(<:*—«*)  cose 

a:  =  EJ  cosff  = — :  

2(w  tange-H/a) 

ou,  en  supposant  cose=:i  et  négligeant  utange  devant  p, 

X  =  • 


TRANSFORMATION  d'UN  MOUVEMENT  CIRCULAIRE  CONTINU,  ETC.     1 15 

Cette  condition  étant  supposée  remplie,  nous  aurons  sim- 
plement 

/     r  I  —  Sin  a  H  — —  ces  a  j  sm    H-a)  ^  ces  a  COS  -t-a) 

""4c7  sin'y-f-  (c  — tt)9in'(<ï)-t-a)] 

-H  —  — j  C08'aC0S'{©  H- a), 

expression  dont  la  dérivée  par  rapport  au  temps  est  la  vitesse 
de  la  tige. 

On  reconnaît  sans  peine  qu'il  suffit  de  changer  le  signe 
de  c  pour  que  cette  formule  s'applique  au  cas  où  les  barres 
sont  croisées. 

44>.  Disposition  la  plus  convenable  pour  le  système  de  re- 
levage. —  On  devra  adopter  la  disposition  qui  réduira  ,  à  son 
minimum  l'influence  du  relevage  sur  la  valeur  de  Ut  ou  qui 
limitera  autant  que  possible  le  mouvement  oscillatoire  du 
point  E  de  la  coulisse  de  pan  et  d'autre  de  l'horizontale, 
quelle  que  soit  la  position  du  levier  de  commande. 

On  arriverait  à  ce  résultat  en  s'imposant  la  condition  que 
le  point  d'articulation  delà  coulisse  et  de  la  bielle  de  relevage 
se  meuve  sur  un  arc  de  cercle,  dont  la  corde  soit  parallèle 
à  OE  pour  toutes  les  positions  de  la  coulisse.  En  nous  plaçant 
à  ce  point  de  vue,  nous  allons  étudier  successivement  les 
deux  modes  de  suspension  qui  sont  le  plus  généralement 
adoptés. 

I"  La  bielle  de  relevage  est  articulée  à  Véxtrémité  infé- 
rieure  de  la  coulisse.  —  Proposons-nous  de  déterminer  la 
nature  du  lieu  géométrique  sur  lequel  devrait  se  trouver  le 
point  C  pour  que  la  bielle  de  suspension  fût  verticale  dans 
chacune  de  ces  positions  moyennes. 

Soient  a;  et  j les  coordonnées  du  point  C;  /'==CD  la  lon- 
gueur de  la  bielle  de  suspension;  on  a 

x  =  0b—bb'=0b  —  T.cîXxit, 
j=  /'  — B'ô'  =  /'— (c-t-w)  cose, 

8. 
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expressions  dans  lesquelles  il  faudra  remplacer  06,  2csine, 
{c  H-  II)  cos  e  par  les  moyennes  de  leurs  valeurs  pour  <p  ==900-4-  «, 
<p  =  270*»  -f-  a. 

En  se  reportant  aux  équations  (i)  et  (2),  on  trouve  faci- 
lement 

d'où,  par  l'élimination  de  u  et  en  négligeant  devant  l'unité  la 
I 

petite  fraction  -  --cosV, 

2(/-x)/=(/'-2C-J)^ 

équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  horizontal  et  dont  les 
coordonnées  du  sommet  sont  ^  =  /,  j=:  —  2/?,  et  le  para- 
mètre 2/.  Au  point  de  vue  pratique,  on  devrait  donc  placer  le 
point  F  au  centre  de  courbure  au  sommet  de  la  parabole,  dis- 
tant, comme  on  le  sait,  de  ce  sommet  de  la  distance  /;  mais  en 
général  on  prend  FC  plus  petit  que  cette  longueur,  ce  qui  in- 
troduit dans  l'expression  de  0£  des  termes  d'une  certaine  im- 
portance dont  on  reconnaît  l'influence  fâcheuse  dans  certaines 
distributions  de  machines  à  vapeur. 

2®  La  bielle  de  relevage  est  articulée  au  milieu  de  la  corde 
à  la  coulisse. 

Dans  ce  cas,  on  a 

x=Ob  —  cs\ne,  j=/'  — aC08«, 

d'où 

L'élimination  de  u  donne  encore  l'équation  d'une  parabole 
à  axe  horizontal  dont  le  paramètre  est  2Z,  et  dont  les  coordon- 
nées du  sommet  sont 

Les  observations  faites  plus  haut  relativement  à  la  détermi- 
nation du  point  F  s'appliquent  ici. 
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45.  Du  mode  de  suspension  de  M.  de  Landsée.  —  Dans 
cette  disposition  la  bielle  de  relevage  est  représentée  par  un 
parallélogramme  GG'G"G*'  (fig.  85  et  86)  dont  deux  côtés 


Fig.  85. 


opposés  peuvent  se  déplacer  autour  de  deux  axes  horizon- 
taux F,  F'  compris  dans  le  même  plan  vertical,  et  dont  les 

Fig.  86. 


\A  r 

— — .   //' 

V 

deux  aufres  côtés  GG",  G'G"^  restent  par  suite  verticaux.  Le 
levier  FK  permet  d'opérer  à  volonté  la  déformation  du  paral- 
lélogramme. 

Le  milieu  I  de  la  coulisse  est  muni  d'un  bouton  qui  s'en- 
gage dans  une  glissière  horizontale  fixée  au  côté  GG'.  En  G" 
se  trouve  un  contre-poids  Q. 

L'ordonnée  verticale  du  point  I  étant  constante,  on  a,  en  la 
désignant  par  u^, 

ucose  —  a  j^i—  ~5  COS^a  COS'(f  -f-  a)J  =  u^^ 

d'où 

=    J  I -h  —2  COS'a COS^  (?     ^  )  • 
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§  II.  —  Coulisse  renversée  ou  de  Gooch» 

46.  Celle  coulisse  BB'  {Jig.  87  ei  88)  esi,  comme  celle  de 
Stephenson,  articulée  à  deux  barres  d'excentrique  égales  ÂB, 
A'B',  ouvertes  ou  croisées,  mais  elle  oppose  sa  convexité  à 
Taxe  de  rotation  0.  Le  milieu  I  de  sa  corde  est  articulé  à 
une  bielle  IL  mobile  autour  de  Taxe  L,  et  qui  est  disposée 
de  telle  manière,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  que  Tare 
décrit  par  le  point  I  pour  une  révt)lution  puisse  être  consi- 
déré comme  se  confondant  avec  la  direction  OIE  du  mouve- 
ment alternatif. 

La  tige  qui  est  animée  de  ce  mouvement  est  articulée  en  E 
à  une  bielle  EH,  dont  Tautre  extrémité  H  est  munie  d'un  cou- 


Fig.  87. 


lisseau  qui  s'engage  dans  la  coulisse.  On  peut  faire  varier  à 
volonté  sur  la  coulisse  la  position  du  coulisseau  H  au  moyen 
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du  levier  coudé  KFC,  mobile  autour  de  F,  de  la  bielle  CD  arti- 
culée en  C  et  D,  à  KF  et  HE,  el  d'un  levier  de  commande  ou 
d'une  vis  sans  fin,  comme  pour  la  coulisse  Slephenson. 


La  théorie  géométrique  de  la  coulisse  renversée  est  la 
même  que  celle  de  la  coulisse  droite,  et  son  centre  instantané 
se  trouve  au  point  de  rencontre  de  LI  avec  la  droite  qui  joint 
le  point  0  à  l'intersection  des  directions  de  AB,  A'B'. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  théorie  analj'tique. 

47.  Nous  ne  considérerons  que  le  cas  des  barres  ouvertes, 
celui  des  barres  croisées  s'en  déduisant  en  changeant  c  en  --  c 
dans  les  formules  que  nous  allons  établir. 

Pour  obtenir  la  valeur  du  sinus  de  l'angle  d'inclinaison  e 
de  la  corde  BB'  sur  la  verticale  et  celle  de  01,  il  suffit  évi- 
demment de  supposer  u  =  o  dans  les  formules (2)  et  (3)  du 

43,  ce  qui  donne,  en  conservant  les  mêmes  notations, 

(i)  sine  =  —  ^fcosaH-  j  sinaj  cos(f a)-i- ^[sin*((j)-ha)  —  sin^ip], 


Fig.  88. 
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Soient  maintenant 

J  l'intersection  de  la  bielle  HE  avec  la  corde  BB'  ; 
h,  j  les  projections  des  points  H  et  J  sur  OE; 
HE  =  /'  la  longueur  de  la  bielle  de  traction  HE; 
E'  l'intersection  de  la  coulisse  avec  OE; 
u  la  distance  IJ. 

Nous  aurons 

OE  =  01 -h  U  -h      =  01  -h  ly- A/'-J-  AE. 

Or  on  a  lj  =  usint,  et  comme  l'obliquité  de  la  bielle  HE 
sur  OE  est  toujours  très-faible,  on  peut  prendre 

lj=m=- — îî- 

et 

(3)     kE  =  VSrrST  =  r     1  p  )  =  /'(i-^.). 

Il  vient  par  suite 


Pour  que  la  moyenne  des  valeurs  de  OE,  pour  <p  =  90° a 
et  <p  =  270"  -4-  a,  soit  indépendante  de  la  position  de  la  cou- 
lisse, comme  dans  la  coulisse  de  Stephenson,  il  faut  que  le 
coefficient  du  terme  en     soit  nul  ou  que 

P  =  l\ 

Donc  : 

Le  rayon  de  la  coulisse  doit  être  égal  à  la  longueur  de  la 
bielle  de  traction. 
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La  formule  (4)  se  réduit  ainsi  à  la  suivante  : 


OE 


=  r  (ç-  sina  -h  j  cosa^  sin  (<p  -+-  a) 


ur  (  c  \ 

 (C0Sa4-  -  sina)  COS(<p-+-a) 

(5){  c\  l  ) 

r  • 
-+- /  -t- /' —      [(c a)  8in*f  +  (c  —  tt)  sin'(<p -h  aa )] 

i  y  COS*acos*(<p  -+-a). 

Des  essais  faits  sur  des  modèles  ont  prouvé  que  la  disposi- 
tion la  plus  convenable  consiste  à  placer  le  point  de  suspen- 
sion comme  nous  l'avons  supposé,  c'est-à-dire  au  milieu  Ide 
sa  corde,  et  que,  s'il  se  trouve  en  avant  ou  en  arrière  de  ce 
point,  il  se  produit  dans  le  mouvement  de  la  coulisse  des  ir- 
régularités déterminant  des  vibrations  assez  fortee  sur  le  cou- 
lisseau  H,  irrégularités  qui  sont  presque  insensibles  quand  la 
suspension  est  en  I. 

L'analyse  doit  pouvoir  conduire  à  ce  résultat,  mais  il  fau- 
drait passer  par  des  calculs  trop  compliqués  pour  que  nous 
essayions  de  les  aborder. 

Pour  que  l'arc  de  cercle  décrit  par  le  milieu  de  la  coulisse 
se  confonde  très-sensiblement  avec  la  direction  de  OE,  il  faut 
que  la  bielle  de  suspension  LI  soit  suffisamment  longue,  et 
qu'elle  soit  verticale  pour  la  moyenne  position  de  I;  l'abscisse 
de  L  ou  la  moyenne  des  valeurs  de  01,  pour  9  =  90"  -f-  a, 
9  =  270*»  -f-  a,  est  ainsi 

01  =  /  >  7  cosa, 


ou  approximativement 


01  = 

il 


ou  encore  est  égale  à  la  longueur  des  barres  d* excentrique 
diminuée  de  la  flèche  de  la  coulisse. 


48.  On  réduira,  autant  que  possible,  Finfluence  de  la  sus- 
pension sur  la  valeur  de  u,  en  s'arrangeant  de  manière  que  le 
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mouvement  vertical  du  point  D  soit  très-faible;  on  satisfera  à 
cette  condition  en  prenant  CF  suffisamment  grand  et  en  faisant 
en  sorte  que  la  corde  de  Tare  de  cercle  décrit  par  ce  point  soit 

DE 

horizontale.  Soient  /  le  rapport  ^9  l"  la  longueur  CD,  d  la 
projection  du  point  D  sur  OE.  Nous  avons 

0^/  =  0E  — E^f 

et,  à  très-peu  près, 

E£/=  >Jm  -  dS'  =  iyfv^^^  =^  i        i  ^) . 

Il  vient  donc  pour  Tabscisse  x  du  point  C,  en  prenant  la 
moyenne  valeur  de  OE  fournie  par  l'équation  (5), 

x  =  oE-E^=/-+-r(i-0-7  (f.-^j)-*-^; 

l'ordonnée  du  même  point  C  est  approximativement 

En  éliminant  u  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  celle 
d'une  parabole  du  second  degré  dont  le  paramètre  est  2 pa- 
rabole qui,  dans  sa  partie  utile,  devrait  être  remplacée  par  un 
arc  de  cercle  de  rayon  l\  tandis  que  dans  la  pratique  on  donne 
à  CF  une  longueur  inférieure  à  celle  de  ce  rayon. 


§  III.  —  De  quelques  autres  coulisses. 

49.  Coulisse  d'Jllan.  —  Supprimons  tout  le  dispositif  rela- 
tif à  la  suspension  de  la  coulisse  de  Gooch»  que  nous  suppo- 
serons droite;  nous  obtiendrons  la  coulisse  d'Allan  {Jig.  89 
et  90),  en  supposant  que  son  milieu  I  soit  articulé  à  une  tige 
LI  articulée,  d'autre  part,  en  L  au  prolongement  FL  du  levier 
FC  de  la  tige  de  suspension  de  la  bielle  de  traction  HE. 

Âu  moyen  du  levier  CL  on  pourra  à  volonté,  dans  certaines 
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limites,  faire  varier  simultanément  les  positions  de  la  coulisse 
et  de  la  barre  de  traction. 

Fig.  89. 


La  théorie  géométrique  de  cette  coulisse  est  la  même  que 
pour  les  deux  précédentes. 


Fig.  90. 


50.  Occupons-nous  maintenant  de  sa  théorie  analytique  en 
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laissant  de  côté  la  suspension  et  conservant  autant  que  pos- 
sible les  notations  adoptées  jusqu'à  présent. 
Soient 

J  l'intersection  de  la  coulisse  avec  l'horizontale  OE; 
6,  hy  d  les  projections  horizontales  de     H,  D  ; 

Mrr:HI,  tt' =  IJ,  u'^W. 

On  a 

(l)  /I  =  m'  -+-  «*. 

La  distance  OJ  sera  donnée  par  la  formule  (3)  du  n*  &3,  en 
y  remplaçant  u  par  u'y  ce  qui  donne 

r                          -1  ru» 
OJ  =  r   —  sinaH  — —  cosa   sin(f  -ha)  ^  C0Sac08(f  a) 

-     7/"  [(cH-«^)sin»y-f-(c-ii^)8in»(y4-aa)] 
I  r' 

â  ^  (c'-a'')cos'acosM? ■+-«); 

nous  avons,  d'autre  part,  d'après  la  figure  et  la  formule  (2)  du 
numéro  précité,  en  y  remplaçant  u  par  w% 

lh=^  tt'sins 

ru'  (           c  .    \      ,        ,     u'u"  r  •   /  n 

=  ^  (  COSa-H  jSina  j  COS(îp-+-a)H  j-    i—  - COSa sm  (f -f- a)  I 

-h-^Ji  [sin'(ç-i-2a)— sin'ç]—  —  cos'acos'(9 -t-a)|; 
enfin,  d'après  la  formule  (4)  du  n"  W,  en  y  remplaçant  u  par  u". 

On  a  donc  tous  les  éléments  voulus  pour  obtenir 
OE  =  OJh- J/i-H//E, 
et  Ton  trouve,  réductions  faites,  en  éliminant  de  plus  u"  au 
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moyen  de  Téquation  (i), 


OE  =  r  (  —  sina  -h  ^  cosa  |  sin(<p  -+-  a 


cosa  H  i   sina  1  COS(<p-t-  a)  4-  / 


(^) 


2/      l'ii         /  2/  J 


—  777  [(^     ")  ^^^'î*  -+-    —    sin'(<p  -f-  2a)] 


Pour  que  la  moyenne  valeur  de  OE,  pour  9  =  90*»  4-  a  et 
<p  =  270°  H-  a,  soit  indépendante  de  u  et  m',  variables  qui  sont 
d'ailleurs  fonctions  Tune  de  l'autre,  il  faut  que 


Cherchons  maintenant  à  exprimer  u  en  fonction  de  u!  pour 
la  position  moyenne  des  excentriques. 
En  menant  DM  parallèle  à  BB',  on  a 


Supposons  que  les  tiges  de  suspension  LI  et  CD  soient 
égales  entre  elles,  et  soit  l' le  rapport  des  bras  de  levier  LF 
et  FC.  Quand  I  et  H  coïncident  sur  OE,  le  levier  LC  est  horizon- 
tal et  les  tiges  de  suspension  verticales.  Si  Ton  fait  tourner  le 
levier  LC  autour  de  F,  le  centre  instantané  de  BB'  se  Irouve 
sur  OE,  ceux  de  Lt  et  CD  sont  à  l'infini  et  celui  de  HE  est  en  E; 
d'où  il  suit  que  les  déplacements  élémentaires  de  I  et  L  sont 
égaux  et  verticaux  et  qu'il  en  est  de  même  de  ceux  de  C  et  D, 
et  enfin  que  les  ordonnées  de  I  et  D  sont  proportionnelles  à 
LF  et  FC;  de  sorte  que,  en  prenant  Drf  =  DM,  on  a 


DM  =  u' 


,DE 

t  —  = 
HE 
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d'où 

(4)  «'  =  7^- 


Si  l'on  porte  cette  valeur  dans  l'équation  de  condition  (3  ), 
on  trouve 


(5) 


1  =  \/'^J" 


relation  à  laquelle  on  devra  satisfaire. 

En  posant  maintenant^  pour  abréger^  y  =  .  ^  nous  au- 
rons u'  =  yu,  et  la  valeur  (a)  deviendra 

OE  =  r  ^— sin  a -H  ^— cos     sin  (  y -h  a  ) 


(6)  \ 


—    COSa  H  ^— — ^sma   COS(y-+-a) -h  /  -+-  — 

H  fc'  —  7(7H-a)  u*] 


—  7— jf  (cH-tt)  sin'cp  -+-(£•— tt)sin'(y-+- 2a)] 
4  cl 


C0S'aC08*(<p-ha). 


Quant  au  système  de  relevage,  on  ne  peut  que  recomman- 
der de  donner  aux  tiges  de  suspension  d'aussi  grandes  lon- 
gueurs que  possible. 

81.  Coulisse  de  Finck.  —  Dans  cette  disposition  [fig.  91 
et  92)/ la  coulisse  circulaire  HB  est  fixée  normalement  à  la 
barre  AB  d'un  excentrique  OA  articulé  en  G  à  une  tige  LG 
mobile  autour  du  point  L.  La  tige  oscillante,  mobile  sui- 
vant OE,  est  articulée  en  E  à  une  bielle  EH  dont  l'autre  extré- 
mité H,  munie  d'un  coulisseau,  s'engage  dans  la  coulisse. 

On  peut  faire  varier  à  volonté  la  position  du  coulisseaudans 
la  coulisse,  au  moyen  d'un  système  de  relevage  FCD  dont  F 
est  l'axe  de  rotation,  CD  une  tige  articulée  à  la  bielle  et  au  le- 
vier CF  comme  dans  les  deux  coulisses  précédentes. 

En  prenant  la  tige  GL  suffisamment  longue  et  déterminant 
le  point  L  de  manière  que  GL  soit  vertical  pour  la  moyenne 
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des  positions  de  la  barre  d'excentrique  correspondant  39  =  0 
et  <p  =  180*»,  le  point  G  décrira  un  arc  de  cercle  qui  se  con- 


Fîg.  91. 


fondra  tres-sensiblement  avec  OE,  de  la  même  manière  que 
si  G  était  guidé  par  une  glissière^  comme  nous  le  supposerons 
dans  ce  qui  suit. 
Soient 

P  l'inclinaison  de  ÂG  sur  GO; 

A,  K  les  projections  du  point  H  sur  les  directions  de  0£  et  ÂB  ; 
r=OA,  a  =  AG,  6  =  GB,  /'=:HE; 
p  le  rayon  de  la  coulisse  ; 
ar=:BA',  y  =  YLh\  m=HA. 


Fig.  9a. 


Nous  supposerons^  sauf  à  déterminer  ultérieurement  à 
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quelle  condition  il  doit  satisfaire  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que 
le  mode  de  suspension  est  tel  que  u  reste  à  peu  près  indé-- 
pendant  de  9. 
Nous  aurons  d'abord 

(i)  sinp=^sinf. 

r  u 

Nous  admettrons  que  -  et  ^  sont  d'assez  petites  fractions  pour 
que  l'on  puisse  écrire 

• 

Cela  posé,  on  a  évidemment, 

(3)     OE  =  —  rcos<p  -^(a-hb-h  x)  cosp  n-jsinp  -f-  ^'  —  ^* 

En  projetant  la  ligne  brisée  G  A' H  sur  la  verticale,  on  trouve 

a  =  j  cos^S  —  (a:  -+-  ^)  sin p 

OU,  comme  la  flèche  de  la  coulisse  est  toujours  très-petite. 
D'autre  part,  on  a 

j'=x(2p  —  x)  =  apx, 

d'où 

(5)         x=2i=  . 

En  portant  les  valeurs  (4)  et  (5)  dans  l'équation  (  3)  et  ayant 
égard  au  degré  d'approximation  adopté,  on  trouve,  réductions 
faites. 


(6) 
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Pour  que  la  moyenne  valeur  de  OE,  pour  <p  =  o  el  9  =  180*», 
soit  indépendante  de  u,  il  faut  que 

P  =  ^ 

et  Toaa  par  suite 

IOE  =  <7 -t- ^ -H /' —  rcos? -h  w  (^i-h  — ^  ~  sin  ^ 

La  longueur  u  ne  variera  pas  sensiblement  avec  9  pour  une 
position  déterminée  du  point  C,  si  le  point  D  décrit  un  arc  de 
cercle  dont  la  çorde  soit  horizontale;  mais  alors  C  se  trouvera 
sur  un  lieu  géométrique  dont  il  convient  de  déterminer  la 
nature. 

DE 

L'abscisse  du  point  D  est,  en  appelant  i  le  rapport -rrrr» 

Or/  =  OE-  rlE=OE-LhE 

=  «  H- t> -f  /  —  rcos'f  H- a  (       -  I  -  sm© 
\      P  /  ^' 

dont  la  moyenne  valeur  entre  9  =  o  et  9  180°, 

JC  —  n-i-  b  -h  r  (\  —  /)  7 
^  'il 

sera  l'abscisse  du  point  C.  Son  ordonnée  sera,  en  posant 
CD  ^  1% 

d*oii,  par  rélimination  de 

a:=a-^b-^l'{i-i)-i-  ~^.{}\ 
'  in 

équation  d'une  parabole  dont  l'axe  est  horizontal,  dont  le  pa- 
ramètre est  il'i  et  dont  les  coordonnées  du  sommet  sont 

x  =  a^b^l'[\  -/),  y=l". 

Cette  parabole  pourrait  être  remplacée  dans  sa  partie  utile 
III.  9 
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par  un  arc  de  cercle  de  rayon  /'/;  mais,  dans  la  pratique,  on 
prend  CF  inférieur  à  la  longueur  de  ce  rayon. 

52.  Coulisse  d* Heusinger  de  ff^aldegg,  —  Celle  coulisse  BH 
(^g.  93  et  94),  dont  la  concavité  se  trouve  du  côté  de  Taxe  0, 
est  mobile  autour  de  son  milieu  I,  tandis  que  son  extré- 

Fig.  93. 


mité  inférieure  B  est  articulée  à  celle  de  la  barre  BA  d'un 
excentrique  OA  ;  OA'  est  une  manivelle  perpendiculaire  à  OA, 


et  A'B'  sa  bielle;  l'extrémité  B'  de  cette  bielle  est  assujettie  à 
parcourir  uns  glissière  horizontale  dont  la  direction  passe  par 
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le  point  0.  La  lige  verticale  B'D  est  fixée  invariablement  à  la 
petite  tête  B'  de  la  bielle  A'B';  DK  est  une  autre  tige  articu- 
lée en  D  à  B'D  et  à  une  troisième  tige  KH  terminée  en  H  par 
un  coulisseau  qui  s'engage  dans  la  coulisse.  On  peut  rappro- 
cher ou  éloigner  à  volonté  H  de  I  au  moyen  d'un  système  de 
relevage  identique  à  ceux  des  trois  dernières  coulisses  que 
nous  avons  étudiées.  Sur  le  prolongement,  au  delà  de  K, 
de  DK,  se_trouve  Tarticulaiion  E  de  la  tige  oscillante  dont  le 
mouvement  horizontal  est  guidé  en  conséquence. 

Si  nous  supposons  que,  pour  la  position  moyenne  de  la 
coulisse,  dont  la  flèche  est  d'ailleurs  supposée  très-faible,  la 
tangente  en  I  soit  verticale,  toute  corde  parlant  du  point  I 
s'écartera  peu  de  cette  direction,  ou  la  corde  de  l'arc  décrit 
par  un  point  de  la  coulisse  pendant  une  révolution  de  l'arbre 
sera  horizontale  et  pourra  être  considérée  comme  se  confon- 
dant avec  son  arc. 

L'application  de  l'analyse  à  cette  coulisse  conduisant  à  des 
calculs  inextricables,  nous  nous  contenterons  de  l'approxima- 
tion géométrique  suivante,  en  supposant,  pour  plus  de  simpli- 
cité, que  les  tiges  ÂB,  A'  B'  soient  assez  longues  pour  que  l'on 
puisse  en  négliger  les  obliquités. 

Soient 

r  =  OA,  R  =  OA'  les  longueurs  de  l'excentricité  et  de  la  ma- 
nivelle; 

cp  l'angle  formé  par  OA'  avec  le  prolongement  de  OB'; 
2c  la  corde  de  la  coulisse; 
u  la  corde  IH; 

GO  la  vitesse  angulaire  autour  du  point  0. 
La  vitesse  du  point  B  étant 

—  wrcoscp, 

celle  de  H  est 

u 

*  c 

Concevons  maintenant  que  Ton  imprime  à  tout  le  système 
une  vitesse  égale  et  contraire  à  celle  oRsinf  de  la  tige  DB'  : 

9. 
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la  vitesse  du  point  H  deviendra 


►    ^  cos?  —  R  sin9^ . 


Le  point  D  étant  ainsi  supposé  fixe,  le  centre  instantané 
de  KH  se  trouvera  à  Tinlersection  S  de  KD  prolongé  et  de  la 
verticale  du  point  H;  la  vitesse  du  point  K  sera  par  suite 

cos?-Rsin?)gyi 

celle  du  point  £ 

/nt  „  .    \  SK  DE 

et  sa  composante  horizontale 

/ru  _  .    \SK  // 

«(^_.cos?-Rsinyjgg  _, 

h  étant  la  hauteur  verticale  de  £  au-dessus  de  D. 

Si  maintenant  nous  restituons  la  vitesse  de  B'D  supprimée 
par  la  pensée,  la  vitesse  réelle  de  la  tige  oscillante  sera 

—  =    (^-^  cos^  -  R  sm^J  gjj  ^  ^  «R siny, 

E'  élant  la  projeclion  de  E  sur  OB'. 

Si  J  est  riniersection,  avec  la  verticale  de  H,  de  la  parallèle 
menée  par  D  à  KH  et  si  Ton  remarque  que  ^9  =  co  dt,  l'équa- 
lion  précédente  devient 


dO¥/      m  h 


R(i-A)sir 


On  peut  intégrer  approximativement  cette  équation  en  rem- 
plaçant H  J  par  sa  valeur  X,  qui  correspond  à  la  position  moyenne 
de  la  coulisse,  ce  qui  donne 


(0 


OE'  =  ^  y  sinîp  —  R     —      coscp  -+-  const. 


Quant  au  mode  de  suspension  qu'il  convient  d'adopter, 
nous  nous  reporterons  aux  considérations  que  nous  avons 
exposées  plus  haut. 
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§  IV.  —  Coulisse  des  machines  des  bâtiments  à  vapeur, 

83.  De  la  coulisse  ordinaire  des  machines  oscillantes,  — 
Le  mouvement  alternatif,  et  relatif  par  rapport  au  cylindre, 
de  la  tige  destinée  à  produire  la  distribution  est  généralement 
obtenu  en  employant  la  disposition  suivante  (Jig,  gS)  : 


OA'  est  un  excentrique  monté  sur  l'arbre  0,  et  dont  la 
barre  A'B'  imprime  un  mouvement  alternatif  vertical  trans- 
itoire à  un  châssis  guidé  en  conséquence,  et  dont  le  plan  est 
perpendiculaire  à  Taxe  de  rotation.  Un  maneion  m  adapté  à  ce 
châssis  s'engage  dans  une  coulisse  dont  le  plan  est  perpendi* 


Fig.  95. 
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culaire  à  FaxeO,  et  qui  ne  peut  se  déplacer  que  parallèlement 
à  la  tige  du  piston  au  moyen  de  guides  disposés  suivant  les 
génératrices  du  cylindre,  et  c'est  à  cette  coulisse  qu'est  fixée 
la  tige  de  distribution. 
Soient 

OA  =  R  la  longueur  de  la  manivelle; 
0'  Taxe  de  rotation  du  cylindre; 
a  la  longueur  00'; 

e,  (3  les  angles  AOO^,  AO^; 

0\  le  point  du  plan  mobile  de  la  coulisse  qui  se  trouvait  en  0' 

lorsque  Ton  avait  0  =  o; 
OL  l'angle  dit  d'avance  que  forme  OA'  avec  la  perpendiculaire 

en  0  à  OA; 

r=OA',  /=  A'B'les  longueurs  de  l'excentricité  et  de  la  barre 

d'excentrique; 
A  la  distance  mB'; 

X,  y  les  coordonnées  0',  m  et  mm*  du  point  m  par  rapport  aux 
axes  rectangulaires  0'^  A  et  0'^  j. 

Nous  avons  établi  plus  haut  (40)  les  formules  suivantes  : 

smp  =  -  (  I  — 5^  COS0  ) , 


008^: 


R'  sin'O 


La  relation  indépendante  de  9,  qui  existe  entre  x  et  j,  sera 
l'équation  de  la  courbe  qui  doit  affecter  la  coulisse  pour  que 
la  transformation  de  mouvement  proposée  soit  possible. 

On  a 

X  =  O'm'- O'Qf,  =  O'/w.cosp  —  O'Qf,,   y  =  O'/w.sinp 
et,  en  négligeant  Tobliquilé  de  la  barre  d'excentrique  ou  les 
termes  de  Tordre  ^?  qui  sont  toujours  très -petits, 

O'm  =  O'B'-  B'm  =  «  —  OB'—  //  =  «  ~  A  —  /-+-  rsin (0  -f-  a). 
D'autre  part,  la  vitesse  du  point  B'  est 

rcos(Q-+-a)— , 


(1) 
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ei  celle  de  O'o,  qui  en  est  la  composante  suivant  O'A, 

rC03(Ô -h  a)  C0SP~, 

de  sorte  que  Ton  a 

O'O;  -rj     008(0  H-  a)  COSp  f/Ô 

=  r  j^sin(0  H- a)  cosp  —  sina  H-  J*  sin(0  h- a)  sinp^c^ôj . 

Il  vient,  par  suile,  en  négligeant  Tinlégrale  de  celte  expres- 
sion, qui  esl  de  Tordre  de  -r^-ir;' 
^  a'  -f- 

(  ^  =  (a  —  /  — /<)  cosp -h  r  sina, 

\  j=(«_/_//)sinp  — rsin(0H-a)sinp. 

Si  Ton  néglige  le  second  lerme  de  y,  qui  esl  relaiivemeni 
pelit,  on  a 

X  —  rsina  =  [a  —  l  ^  h)  cos^,  —  /  —  A)  sin^, 

d'où 

(3)  (x-rsina)^-i-j^=  [a-l^h)\ 

équalion  qui  représente  un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  la 
dislance  moyenne  du  maneton  à  Taxe  0'  el  dont  le  centre  se 
trouve  situé  à  la  hauteur  rsina  au-dessus  de  cet  axe  pour  0  =  o. 

Si  Ton  voulait  pousser  l'approximation  plus  loin,  il  faudrait 
remplacer,  dans  l'équation 

/    —  TsinaX  *  y  _ 

V/  -  / -  //  ;  J.,.sin(0-^-a)P  ~ 

9  en  fonction  de  x  par  sa  valeur  approchée  déduite  de  la  re- 
lation 

//X  ^  •    fl  ^^^^^ 

4)   ■- — -  =  smp=  ^ 

Mais  la  courbe  définie  par  l'équation  finale  n'est  pas  admis- 
sible, puisque  sa  forme  dépend  de  l'angle  a,  tandis  que  la  cou- 
lisse doit  se  prêter  à  la  marche  en  arrière,  ce  qui  exige 
que  l'on  déplace  l'excentrique  de  i8o  degrés  par  rapport  à  la 
manivelle  ou  que  a  soit  augmenté  de  i8o  degrés. 
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Le  mode  de  transformation  dont  nous  nous  occupons  est 
donc  vicieux  en  principe,  et  ce  n'est  qu'au  moyen  d'un  jeu 
convenable  dans  la  coulisse  et  d'une  faible  amplitude  du  mou- 
vement oscillatoire  qu'il  peut  recevoir  son  application. 

En  laissant  de  côté  cette  imperfection,  le  mouvement  alter- 
natif du  tiroir  sera  défini  par  la  formule  (i)»  qui  devient,  en 
remplaçant  p  par  sa  valeur  en  fonction  de  0, 

[  0'(y,  =  r[sin(G-ha)  — sina] 

(5)  /  R'r 

I  H-|^,  .  ^3[sin(Q— g)  — 28in(Q-ha)-~^8in(3Q-f-a)— ^sina] 

ou  encore 

r[sin(OH-  a)  — sina] 

-^i   ;  [8in0cosaH-3cos0sina-h^sin3Ocosa 

-h  7 ces  30  sin  a  —  Isina]. 

5V.  Coulisse  des  machines  oscillantes  des  bateaux  à  va- 
peur des  lacs  de  la  Suisse.—  Dans  les  machines  oscillantes  de 
ces  bateaux  (^gf.  96),  Tadmission  et  l'échappement  de  la  vapeur 
s'opèrent,  respectivement  pour  Tune  et  l'autre  face  du  piston, 
au  moyen  de  deux  tiroirs  adaptés  sur  le  cylindre,  symétrique- 
ment situés  par  rapport  au  plan,  parallèle  à  l'axe  de  rotation 
et  passant  par  la  tige  du  piston. 

L'extrémité  de  la  lige  de  chaque  tiroir  est  articulée  à  Tune 
des  extrémités  d'un  levier  mobile  autour  d'un  tourillon  fixé 
au  cylindre  parallèlement  à  Tarbre  moteur;  l'autre  extrémité 
est  terminée  par  un  coulisseau  qui  s'engage  dans  une  coulisse 
perpendiculaire  à  l'arbre,  maintenue  latéralement  par  deux 
guides  verticaux  et  à  laquelle  un  excentrique,  monté  sur  le 
même  arbre,  imprime  un  mouvement  de  translation  alterna- 
tif. Le  boulon  d'articulation  de  chaque  levier  avec  la  tige  du 
tiroir  correspondant  est  nécessairement  parallèle  au  tourillon 
du  levier,  et  le  bras  de  levier  de  cette  articulation,  ou  sa  dis- 
tance au  tourillon,  est  horizontal  lorsque  le  cylindre  prend 
la  position  verticale. 

Pour  éviter  les  flexions  de  la  tige  de  chaque  tiroir  dues  à  la 
courbure  de  l'arc  décrit  par  l'extrémité  du  levier,  on  emploie 


(6) 


1 


TBÂNSFORMATION  d'uN  MOUVEMENT  CIRCULAIRE  CONTINU,  ETC.  187 

une  petite  bielle  intermédiaire,  on  allonge  un  peu  Tœil  de  la 
lige  dans  le  sens  de  Taxe  de  la  tige;  néanmoins  il  convient 
de  limiter  les  angles  décrits  à  un  nombre  restreint  de  degrés. 


Fig.  96. 


D'après  cette  description,  on  voit  que  tous  les  organes  de 
la  distribution  se  meuvent  parallèlement  au  plan  de  la  cou- 
lisse, soit  dans  leur  mouvement  absolu,  soit  dans  leur  mouve- 
ment relatif  par  rapport  au  cylindre. 
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Soient  [fig.  97  ) 

0  Taxe  de  Tarbre  ; 

0'  celui  du  cylindre; 

a  la  distance  de  ces  axes  ; 

R  =  OA  le  rayon  de  la  manivelle  ; 

0  l'angle  qu'il  forme  avec  OO  ; 

r  l'excentricité; 

a  l'angle  constant  qu'elle  fait  avec  la  perpendiculaire  à  OA; 
(3  l'angle  variable  AOO'; 


D  la  position  du  tourillon  de  l'un  des  tiroirs  correspondant 
aux  angles  (3  et  0; 

r  =  O'D  le  rayon  de  l'arc  de  cercle  décrit  par  ce  tourillon  au- 
tour du  point  0  ; 

£  la  position  du  coulisseau; 

T  sa  projection  sur  00'; 

C  la  position  du  centre  de  la  coulisse; 

p  =  CE  le  rayon  de  la  coulisse; 

X  l'angle  fermé  par  0'  E  avec  le  prolongement  de  O'D  ; 
/'  =DE  la  longueur  de  la  tige  qui  relie  le  tourillon  du  tiroir 
au  coulisseau  ; 


Fig-  97- 
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D.,  Eo  les  positions  des  points  D  et  E,  la  valeur  de  %  corres- 
pondant à  0  r=  o  ; 

Sx  =  Xit  ~~  X^^  déplacement  angulaire  éprouvé  par  le  levier  ED 
à  partir  de  l'instant  où  la  direction  de  la  tige  O'A  coïncidait 
avec  celle  de  00',  et  qui  a  donné  lieu  au  déplacement  du 
tiroir. 

En  négligeant  Tobliquiié  de  la  barre  de  l'excentrique,  le 
chemin  décrit  par  la  coulisse  à  partir  de  la  position  corres- 
pondant à  0  =  o  est 

r[sina  —  sin(0  -h  a)]. 

Nous  supposerons  que  pour  ô=:o\e  centre  de  la  coulisse 
coïncide  avec  le  point  0',  de  telle  sorte  que  Ton  ail 

0'  C  =  r  [  sin  a  —  sin  (  0  -H  a  )  ]  ,    p  =  0' E, . 

En  joignant  les  points  0'  et  E,  la  figure  donne,  en  remar- 
quant que  rangle  DO'Do  est  égal  à  (3, 

Ôt'=  T^-hl"-h^Tr  COSX, 

Ô^'=P'h-Ô^'h-20'C.CT=p^-+-  r^[sin(OH-a)-sinap 
-i-2r[sin(0H-a)  — sina]CT, 

CT  =  O'T  -  O'C  =  r  [sin  (0    a)  -  sin  a]-h  r  cos  (P  -h  A)-h  /'cos  (x-  , 

d'où,  par  l'élimination  de  O'e'  et  de  CT, 

p2=  T^-h  1'^-+-  ar/'cosx^-  r^[sin(0H-a)  — sina]' 

-h2r[sin(0-i-a)  — sina]  [rcos(p  H- A)  h- /'cos(x  —  P  —  A)]. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  0%  doit  être  un 
petit  angle,  et  nous  pourrons  en  négliger  les  puissances  supé- 
rieures à  la  seconde,  en  considérant,  si  l'on  veut,  cet  écart 

comme  étant  du  même  ordre  de  grandeur  que^  et  ^• 

Nous  poserons  donc 

COSX  =  cos(Xo~  ^X)  =  cosxo  (ï  -  ^  )  ^  ^xsinxo, 

cos(x-  P-A)  =  cos(xo-  P  -  ^)  (i~        -  ^xsinxo- 
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L'égalité  précédente  peut  se  décomposer  dans  les  deux 
suivantes  : 

(i)  p'=r'-i-/''-h2R7'cosx., 

I-h  ^l'TsmXi^x  —  ^TcosXo^X^-*-  '^[sin(0  h-  a)  —  sina]' 
-+-  ar[sin(0  -i-a)— sina]  [r(cosp -h  A)-h /'cos(Xo  — P  —  A) 
-H/'sin(xo-?~A)^x]  =  o. 

En  ne  conservant  d'abord  que  les  termes  du  premier  ordre 
en  r  et  ôx>     dernière  de  ces  équations  donne 

.  .     ^  _     r[sm(ft-ha)  —  sina]  [rcos(P -hA)  4- /'cos(Xo  — 6  —  A)] 

r'/'sinx,  ^  ' 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  les  termes  du  second  ordre  de 
la  même  équation,  on  trouve 

/  2/'rsinxo^X  =  ~  -Ha)  — sina] 

l  X  t  ri'sm'xo    - [si n ( ô -h a) - sm a]' 

(4)  \  ^  (  I  ~  cos  Xo  F  cos  (P  -h  A  )  4-  cos  (       P  -  A)] 

1  ^\  r/'sinV^ 

1  ^^%Sïï|r^     sin(A4-  f  )    /'cos(x«-  p  -  A)]  I 

Si  la  valeur  (3)  était  suffisamment  approchée,  le  coefficient 
r  cos(A  H-  (3)  -f-  /'  cos(xo  —  (3  —  A)  ne  variant  qu'entre  des  li- 
mites assez  rapprochées,  la  loi  du  mouvement  relatif  du  tiroir 
par  rapport  au  cylindre  ne  serait  pas  très-différente  de  celle 
qui  résulte  de  l'emploi  d'un  simple  excentrique,  monté  sur 
l'arbre  d'une  machine  à  cylindre  fixe.  On  est  donc  naturelle- 
ment conduit  à  chercher  s'il  ne  serait  pas  possible  de  profiter 
de  l'indétermination  de  quelques-unes  des  quantités  qui  en- 
trent dans  ce  coefficient  de  [sin(0-f-a)  —  sina]*  de  l'équa- 
tion (4)  pour  annuler  ce  coefficient  ou  le  transformer  en  un 
terme  du  troisième  ordre. 

Nous  poserons  donc 


[rcos(!3-4- a)h-  /^cos(x.-  P-^)]' 
i7'siirxo 


l  ^-cosxo 

(5)  ^ 

(    -  ^     '  r     xo"  ^  ^  [r sin  ( A  4-  p )  +    cos( Xo  -  P  -  A)]  =  o. 
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Avant  de  faire  usage  de  cette  équation,  dans  laquelle  il  nous 
sera  permis  de  négliger  les  termes  du  premier  ordre  en  r,  nous 
allons  déterminer  la  condition  qu'il  faut  remplir  pour  que  le 
mouvement  des  coulisseaux  soit  possible  dans  une  seule  cou- 
lisse ou  pour  qu'ils  ne  tendent  pas  à  passer  Tun  devant  l'autre. 

Si  l'on  désigne  par  j  l'ordonnée  du  point  E  par  rapport  à 
00',  on  a 

r  =  rsin(P-h  A)  — /'sin(xo--  P  — A). 

En  changeant  (3  en  —  [3,  on  aura  l'ordonnée  de  l'autre  cou- 
lisseau  changée  de  signe,  puisque  son  sens  positif  est  l'inverse 
de  celui  de  11  faut  donc  que  la  somme  de  ces  deux  expres- 
sions soit  positive  ou  que 

r  sinA  — /'sin(x„  —  A)  >  o 

OU 

rsinA-  /'sin(Xo~  A)H-/'sin(xo- -f-/'cos(Xo- A)^X> 

On  satisfera  à  cette  inégalité  en  posant 

(6)  rsinA  -  /'sin(Xû- A)  =  /' cos(xo  —  A)H, 

H  étant  une  constante  du  même  ordre  de  grandeur  que  ôx> 
que  l'on  pourra  prendre  égale  à  la  valeur  absolue  du  minimum 
de  cette  variation  ou  à  une  valeur  un  peu  plus  grande.  La  for- 
mule (3)  se  réduit  alors  à 

=  —  ,w/   fsinfG  -f-  a)  —  sina] 

X  jcos|3[rcosA-f-/'cos(Xo  —  -A)!  —  ^'sinpcos(Xo  — A)H[ 
ou,  en  éliminant  /'  au  moyen  de  l'équation  (6), 

/  X   ^  ^    r     c     Hcos(y„— A)cos(SH-A)nr  .  X      .  T 

(7)  ^y=___  cos3h  .   [sin(0-ha  — sina]. 

^       TsmAL  smxo  J 

En  prenant 

H  =  z^r-r    I  H  ^   (1  -t-  Sina), 

on  sera  sûr  que  H  sera  supérieur  au  maximum  —  ôx,  d'où  l'on 
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déduit,  en  ne  conservant  que  les  termes  du  second  ordre, 

i  H  =  rr-^— :  (i-l-sma)    i -h  ^   .  ^  — ;  C08(p-f-A) 

(8)  {         I  smA^  R  sinA    sinXo  J 

(  X  [sin(0 -h  a)  —  sina], 

(  •  rcos&  -h  cos(Yo--  A)  cos(P-h  A)  1 

(9)  \  rsmAL    ^    rsinAcosxo  J 

(  X  [sin(0 -h  A)  —  sina]. 

Si  Ton  néglige  le  terme  H  de  Téquatlon  (6),  on  a 
TsinA  —  /'cos(cpo  — A), 
et  l'équation  (5)  donne 

COS  Y  COS^A 

(10)  1  :  2C0S&  -h  2C0t(<ï>.  —  A)  sinScosP  =  o. 

^      '  SinA  Sin^Xo  ~  ^)  ^  ïu  /        r  r 

En  supposant  cos(3  =  1  et  sinp  —  o  dans  celte  dernière,  en 

r 

négligeant  ainsi  les  termes  de  Tordre  ^  nous  avons 

comme  première  approximation 

/     V  COS  Y.  COS'' A 

(11)   —   —  ' 


sinA8in(x„  —  A) 
d'où 

tang  Xo  -H  cot  A  =  o 

et 

de  sorte  que  DoEo  doit  être  perpendiculaire  à  00'. 

Le  dernier  terme  de  Téquation  (10)  s'annulant  pour 
X^  =:  go**  4-  A,  il  en  résulte,  eu  égard  à  l'expression  de  sin  [3  (40), 
que  cette  valeur  approchée  ne  diffère  de  la  véritable  valeur 

de  X-  que  de  termes  de  Tordre  — — r-t  et  qu'en  la  sub- 

*  CL  -\r  ix 

stituant  dans  le  terme  en  r'  de  Téquation  (9)  Terreur  dé- 
fi^ r* 

vient  de  Tordre  ^  et  peut  être  négligée  sans  incon- 

vénient. 

11  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  les  équations  (12) 
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el  (6).  Celte  dernière  devient 

r  cos6  r  .  ,^       .       .  , 

=     „        [siniô     a)  —  smaj  (  i  5  —  | 

et  la  formule  (6) 

(14)  /'=rsinA. 

Ainsi  /'  est  éf>al  à  la  perpendiculaire  abaissée  de  Eo  sur  00', 
ce  que  Ton  ne  peut  pas  réaliser  complètement  à  cause  des 
dimensions  que  Ton  est  obligé  de  donner  aux  coulisseaux. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  5%  est  une  quantité  assez 
petite  pour  que  l'on  puisse  en  négliger  le  cube;  on  satisfera 
à  celte  condition  en  posant 


rsinA 

y  étant  une  fonction  que  l'on  se  donnera  a  priori  el  qui,  par 
exemple,  ne  devra  pas  dépasser  |. 

Si  I  est  la  longueur  du  bras  de  levier  qui  est  articulé  à  la 
tige  du  tiroir,  le  chemin  parcouru  par  celle  lige  sera  repré- 
senté par 

/>                              /       I      R'  \ 
(i5)     (7  =  TT-:—  [sinfô  -h  a)  —  sina]  (  i  —  jsin'ô  ) , 

expression  plus  simple  que  celle  que  nous  avons  obtenue 
pour  la  simple  coulisse. 
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CHAPITRE  VIL 

TRANSFORMATION  D'UN  MOUVEMENT  RECTIUGNE  ALTERNATIF 
EN  CIRCULAIRE  ALTERNATIF. 


55.  Système  du  balancier  et  du  parallélogramme  de  Watt. 
—  La  disposition  dont  nous  allons  nous  occuper  {fig.  98)  a 
pour  objet  de  transmettre  au  balancier  le  mouvement  alter- 


Fig.  98. 


natif  du  piston  dans  certaines  machines  à  vapeur,  notamment 
celles  dites  de  Watty  de  Cornwal  et  Woolf . 
Soient  [fig.  98) 

OAo  Taxe  de  figure  du  balancier  dans  sa  position  horizontale; 

0  la  projection  de  Taxe  horizontal  de  rotation  sur  le  plan 
vertical  passant  par  OAo; 

OA,,  OAj  les  positions  extrêmes  de  Taxe  du  balancier,  symé- 
triquement placées  par  rapport  à  O'Ao; 
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yy'  la  verticale  suivant  laquelle  doit  se  mouvoir  la  tige  du 
piston. 

On  s'arrange  de  manière  que  la  droite  jj'  passe  à  égale  dis- 
tance du  point  Ao  et  de  la  corde  AiAa  de  Tare  total  décrit  par 
l'extrémité  du  balancier.  La  tige  du  piston  est  reliée,  par  une 
articulation,  au  sommet  Bo  d'un  parallélogramme  à  sommets  ar- 
ticulés, formé  par  les  trois  tiges  AoBo,  BoCo,  CoDo  et  par  l'axe 


Fig.  99- 


de  figure  OAo  du  balancier,  et  dont  A,  B,C,D,,  AjBjCjDj  sont 
les  positions  extrêmes  et  ABCD  une  position  quelconque. 
On  voit  facilement  que  A,  Aj  =  B,  B,  est  la  course  du  piston. 

Le  sommet  B  étant  assujetti  à  parcourir  la  droite  yy\  la 
figure  du  parallélogramme  est  à  chaque  instant  complètement 
déterminée,  et  le  point  C  décrit  une  courbe  qu'il  est  facile  de 
construire  par  points.  L'épure  montre  que  cette  courbe  diffère 
peu  d'un  cercle  passant  par  les  trois  points  Ce,  C,,  Cj  et  qui, 
en  vertu  de  l'égalité  des  trapèzes  Bo  B,  C,  Co,  Bo  B,Cj  Co,  a  son 

III.  10 
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centre  situé  à  un  certain  point  0'  de  Thorizontale  BoC#.  Si  l'on 
admet,  pour  un  instant,  que  ces  deux  lignes  se  confondent,  il 
suffira,  pour  assurer  le  mouvement  recliligne  du  point  B,  d'as- 
sujettir le  point  C  à  se  mouvoir  sur  le  cercle  CoC,C„  ce  qu'on 
réalisera  au  moyen  d'une  tige  ou  contre-balancier  0'  CydiVilculée 
d'une  part  à  ce  dernier  point  et  de  l'autre  au  centre  0',  supposé 
fixe,  du  cercle  ci-dessus;  mais,  comme  ce  cercle  ne  se  confond 
pas  rigoureusement  avec  la  courbe  qui  serait  tracée  par  le 
point  C,  le  point  B  ne  décrit  pas  exactement  la  droite 
mais  une  courbe  Irès-allongée,  dite  à  longue  inflexion,  qui 
diffère  très-peu  de  la  verticale,  comme  nous  le  reconnaîtrons 
plus  loin,  ce  qui  par  cela  même  ne  donne  lieu  à  aucun  in- 
convénient sérieux  dans  la  pratique. 

Théorie  géométrique.  —  On  peut  construire  très-facilement 
par  points  la  courbe  à  longue  inflexion,  en  remarquant  que,  si 
Ton  mène  la  parallèle  OH  à  CD  jusqu'à  sa  rencontre  H  avec 
BC  prolongé,  le  point  H,  situé  à  une  distance  constante  de  C, 
se  meut  constamment  sur  la  circonférence  décrite  du  point  0 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  CD.  Les  extrémités  de  l'arc 
qu'il  parcourt  sont  les  points  d'intersection  Ho  et  Hi  de  cette 
circonférence  avec  les  directions  BoCo  et  BiCi  ou  B2C2,  le  se- 
cond de  ces  points  se  trouvant  évidemment  sur  la  direction 
de  BoCo.  On  voit  ainsi  que  la  courbe  décrite  par  le  point  B 
fait  partie  du  lieu  géométrique  engendré  par  un  point  dé- 
terminé d*une  droite  dont  deux  autres  points  C  H  s'ap- 
puient constamment  sur  deux  circonférences  données. 

On  aura  donc  autant  de  points  que  Ton  voudra  de  cette 
courbe  en  marquant  trois  points  c,  h  sur  l'arête  d'une  bande 
de  papier,  tels  que  l'on  ail  6cr=BC,  cA=:CH,  puis  en  fai- 
sant mouvoir  celle  bande  sur  la  figure  de  manière  que  les 
points  h  et  c  restent  constamment  sur  les  arcs  respectifs 
H,  Ha,  C,  Ca;  les  positions  successives  que  prendra  le  point  b 
appariiendronl  à  la  courbe  à  longue  inflexion. 

Le  centre  instantané  S  de  la  droite  BH  se  trouve  évidem- 
ment au  point  d'intersection  des  directions  des  droites  O'C 
et  OH,  et  l'on  obtient  géométriquement  la  normale,  au 
point  B,  de  la  courbe  à  longue  inflexion,  en  menant  la 
droite  BS. 
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Le  centre  instantané  T  de  CD  est,  de  même,  le  point  de  ren- 
contre de  O'C  et  OA. 

Cela  posé,  cherchons  à  déterminer  la  vitesse  angulaire  w  du 
balancier,  connaissant  la  vitesse  V  du  piston  ou  du  point  B. 

La  vitesse  angulaire  instantanée  autour  du  point  S  étant 

V  se 

^5  la  vitesse  du  point  C  est  V       et  la  vitesse  angulaire 

j    rw,  se  OD 

instantanée  autour  de  T-,  Y  -^i^ — ^  ou  V  — — ^5  en  rai- 
di x  ot>  Ul  X  OU 

son  du  parallélisme  des  droites  CD  et  OS.  On  déduit  de  là, 
pour  la  vitesse  du  point  D,  V  ^5  et  pour  la  vitesse  angulaire 
autour  du  point  0, 

«=^,    d'où    V  =  «SB, 

résultat  très-simple  qu'il  est  facile  de  traduire  en  langage 
ordinaire. 

La  droite  qui  joint  les  points  0  et  B  rencontre  le  côté  CD 
en  un  point  J,  fixe  sur  ce  côté  pour  tous  les  déplacements  du 
balancier,  qui  décrit  une  courbe  semblable  à  celle  du  point  B 
et  semblablement  placée,  et  qui  par  conséquent  se  confond 
sensiblement  avec  la  verticale.  Cela  résulje  de  ce  que,  les  trian- 
gles ABC,  DJO  étant  semblables,  DJ  est  constant,  et  que  OJ 
est  proportionnel  à  OB.  Le  parallélogramme  permet  donc  au 
balancier  d'imprimer  un  mouvement  vertical  à  une  tige  arti- 
culée au  point  J  de  CD,  dont  la  vitesse  est  à  V  dans  le  rap- 
port de  OJ  à  OB.^  Cette  tige  sert  ordinairement  à  mettre  en 
jeu  la  pompe  du  condenseur  dite  à  air,  dans  les  machines  de 
Watt,  et  le  piston  de  la  détente  des  machines  de  Woolf. 

Théorie  analytique.  —  Prenons  le  point  Bo  pour  origine  des 
coordonnées  et  les  directions  respectives  de  BoO'  et  de  Bo  j 
pour  axes  des  x  et  j. 

Soient 

X  et  y  les  coordonnées  du  point  B  ; 
L  =  OA  la  longueur  du  balancier; 
r=:  O'C  celle  du  contre-balancier; 
r,  l  les  longueurs  des  côtés  AB,  BC  ; 


10, 


l48  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  TII. 

(p,  4^,  (p'  les  angles  qui  forment  respeciivemenl  O'C  avecO'Co, 

BHavec  HoBo,  OH  avec  HoH,; 
1  la  projection  du  point  0  sur  la  direction  de  B«Co; 
b  =  Bol,  c  =  01  les  coordonnées  de  ce  point  prises  en  valeur 

absolue; 
ê  Tangle  A.OA»; 

h  la  demi-coûrse  du  piston  ou 
On  a 

.  .  h 

smS= 

Là 

En  projetant  les  lignes  brisées  O'CB,  BHOI  sur  l'horizontale 
et  la  verticale,  on  trouve  les  relations 

r  —  l  —  X  ~  rcoSAp—  /cosij^,  rsin^-H/sin\p, 

^  z=  Leos^]/ —  r'cosîp',       j=  L  sinij;  —  r'sinf' h- c ; 

d'où,  par  Télimination  de  (p  et  de  9', 

7*  H-     —  2//sin^  —  IX  [r  —  l  -\-  /cos^^) 

-+-(/•-/)'  -H    H-  2/(r-.  /)  COS^^  =  7^, 

(a)  i 

iy^-hx^—  iy[L%\ïï-^-\- c)-\-ix(b  —  Lcosi^) 


H-  U  —  iLb  costj^—  2Lcsin\|;-i-  /y* h-  c*  =  r'*. 

Ces  deux  équations  doivent  être  satisfaites  par  ^  =  o, 
j  =  o,  ce  qui  a  lieu  identiquement  pour  la  première;  mais, 
pour  qu'il  en  soit  de  même  pour  la  seconde,  il  faut  que 

(1)  (L^bY=f^'-c\ 

ce  qui  d'ailleurs  est  visible  sur  la  figure. 
Les  mêmes  équations  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

-f-    —  2 /j sin^|>  —  2 X  sin* —  4  ( ^ ~ 0  ^ sin^  2  ~  ^' 

jr^H-  a:^  —  2j(c  -H  Lsin>^)  H-  2Lcsin>^  ->r  ^Lb  sin*  ^  ~  ^* 

Pour  que  ces  équations  soient  vérifiées  par  ^  =  o, 
j=:zizLsinô,  ^  =r=tô,  il  faut  que  Ton  ait 

(2)  L(L~2/)cos'|=/'(r-/); 
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d'où 

P-hL{L-il)  ces'- 
(P)  r  =  

el 

(3)  ^=Lcos=-j 
d'où,  en  venu  de  la  formule  (i). 


(7)  r'=y/c^-L»sin^^, 

La  figure  conduit  direclemenl  d'ailleurs,  sans  difficulté,  aux 
valeurs  ((3)  el(y)  de  ret  r'. 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  on  obtient 
les  suivantes  : 


^-hx-—  ilysm-^  — j- 1  Pcos-^     L  (L—  il)  cos'-  j 

—  4L(L  —  il)  cos  -sin'-  :^o, 
\    -i-  x^  -\-  iL  X  (ces'  -  —  cos^^  j  —  2j(c-4-  Lsin^I') 


-H  2Lcsin^^  -h  4 cos' - sin^ -  =  o, 


d'où,  par  soustraction, 

y  (L— /)  ^Lcos*  ^  — /cos^I^^  -f-Lcsin^|; -H  4 Lcos^^  sin' |  (L—  /) 


(0 


c  -I-  (L  —  /)  sin^^ 


Nous  allons  maintenant  supposer  que  x  est  suffisamment 
petit.pour  que  l'on  puisse  en  négliger  les  puissances  supé- 
rieures à  la  première  ainsi  que  les  produits  de  cette  variable 
par  des  termes  de  Tordre  des  angles  ^  et  ô,  qui  sont  géné- 
ralement petits. 

En  mettant  en  évidence  le  carré  dej  —  /sin^^  dans  la  pre- 
mière des  équations  {$),  les  calculs  résultant  de  la  substitu- 
tion de  la  valeur  (e)  de  /  ne  sont  pas  très-compliqués  et  l'on 
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arrive  au  résultat  suivant  : 

=  7(r=7p  (^^^'  î  -       ^)  [(L  -  2/)  c  -  2/  (L  -  /)  sin^I. ]  sin»  1 

On  voit  ainsi  que  l'écart  x  est  du  quatrième  ordre,  tandis  qu'il 
serait  du  second  ordre  si  la  tige  du  piston  était  directement 

articulée  au  balancier.  Comme  -  est  nul  pour  ^z=o,  là 

courbe  à  longue  inflexion  est  tangente  à  B.j. 

L'expression  précédente  peut  approximativement  se  mettre 
sous  la  forme 

=  L (L  -  ly  ^^'^  '^')^'^(^  -  2/) c 2/(L -/)^]. 


Son  maximum  par  rapport  à  j  correspond  à  très-peu  près  à 
Y=  —  et  a  pour  valeur 


mais  nous  prendrons  tout  simplement 
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en  nous  arrêtant  aux  termes  du  quatrième  ordre. 

Si  /  —  —  9  c'est-à-dire  si  1* articulation  C  est  au  milieu  du 

2 

balancier,  le  mouvement  rectiligne  sera  assuré  aux  termes 
du  cinquième  ordre  près. 

Le  maximum  de  x'  par  rapport  à  /  correspond  à  /  =  |^  et  a 
pour  valeur 


et  il  n'est  ainsi  que  la  fraction      de  ce  qu'il  serait  si  la  tige 

du  piston  était  articulée  directement  au  balancier. 
Si,  par  exemple,  ô  =  ^,  cette  fraction  est  inférieure  à  rfn* 
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L'expression  (e)  peut  maintenant,  aux  termes  du  qua- 
trième ordre  près,  se  réduire  à  la  suivante  : 


(5)  J  = 


Lcsin^  -+-  4L(L  —  /)  sin*  ^ 
c  -h  (L  —  /)  siii'^ 
d'où,  pour  la  vitesse  du  piston. 


(6) 


Y  = 


cit 


L  1^1+  ^  ("~^~")  ^^^^'\  ^^^^ 


tU  ' 


56.  Observation.  —  Pour  appliquer  le  système  de  Watt  aux 
machines  des  bateaux,  il  est  nécessaire  de  restreindre  autant 
que  possible  l'espace  occupé  par  le  mécanisme.  C'est  pour- 
quoi (fig.  loo)  on  place  le  balancier  au-dessous  de  la  lige  en 
fixant  l'axe  de  l'articulation  du  contre-balancier  sur  le  cy- 
lindre. 

Fig.  100. 


On  peut  supprimer  (Jig.  loi  )  le  parallélogramme,  en  articu- 
lant les  extrémités  A  et  C  du  balancier  et  du  contre-balancier 
à  une  tringle,  en  un  point  I  de  laquelle  on  articule  la  tige  du 
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pislon.  On  reconnaît,  en  effet,  en  se  reportant  à  la  théorie 
géométrique  donnée  plus  haut,  que  la  courbe  décrite  par  le 
point  I  apparlient  à  la  catégorie  des  courbes  à  longue  inflexion. 

Fig.  loi. 


57.  Système  articulé  de  M.  Peaucellier.  —  La  disposition 
suivante  permet  d'opérer  rigoureusement  la  transformation 
dont  nous  nous  occupons. 

Fig.  102. 


Deux  tiges  égales  (fig.  102)  OA,  OB  partent  de  Taxe  de  rota- 
tion 0;  une  seule,  OA  par  exemple,  fait  corps  avec  Tarbre.  De 
chacune  de  leurs  extrémités  partent  deux  tringles  égales  de 
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manière  à  former  un  losange  articulé  ACBD.  Le  sommet  C 
le  plus  voisin  du  point  0  est  articulé  à  un  contre-balan- 
cier O'C  qui  l'oblige  à  rester  sur  un  cercle  passant  par  le 
point  0'.  Le  sommet  opposé  D;  auquel  on  articule  la  tige 
du  piston,  décrit,  lorsque  Tarbre  tourne,  une  droite  DE  per- 
pendiculaire à  00'.  En  effet,  si  Ton  remarque  que  les  points  0, 
C,  D  sont  en  ligne  droite,  et  que  C  et  D  se  trouvent  sur  un 
cercle  ayant  A  pour  centre,  on  a 

OC.OD  =  ÔÂ'— Âc'. 

mais,  si  F  est  le  second  point  d'intersection  de  la  direction  de 
00'  avec  le  cercle  décrit  par  le  sommet  C,  les  triangles  sem- 
blables OCF,  ODE  donnent 

OC.OD  =  OF.OE; 
d'où,  en  vertu  de  la  relation  précédente, 

OE  =  —  =  const., 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  Il  paraît  à  peu  près  impossible  d'é- 
tablir explicitement  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de 
la  tige  et  la  vitesse  angulaire  de  OA  ou  OB. 
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CHAPITRE  YIII. 

TRANSFORMATION  D'UN  MOUVEMENT  CIRCULAIRE  ALTERNATIF 
EN  QRCULAIRE  CONTINU. 


S8.  Bielle  et  manivelle  de  Watt.  —  Le  mouvement  circu- 
laire alternatif  du  balancier  du  n""  55,  dont  nous  conserverons 
les  notations,  se  transforme  en  circulaire  continu  autour  d'un 
axe  parallèle  projeté  en  0"  au  moyen  d'une  bielle  PF  (fig.  99 
et  io3),  reliant  l'extrémité  F  du  balancier,  opposée  à  celle 
où  est  adapté  le  parallélogramme,  au  bouton  P  d'une  mani- 
velle 0''P. 


Fig.  io3. 


Le  centre  instantané  de  la  bielle  se  trouve  évidemment  au 
point  de  rencontre  L  des  axes  de  figure  du  balancier  et  de  la 
manivelle;  la  vitesse  de  F  étant  co.OF,  la  vitesse  angulaire 
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OF 

instantanée  de  la  bielle  autour  de  L  est  co  y-=  et  la  vitesse  du 

Lit 

point  P 

OF 

«^PL  =  a>'0''P, 

en  appelant  &)'  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  autour  du 
centre  0".  Si  Ton  mène  la  parallèle  0"Q  à  OF  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  PF,  on  a 

PL         PO"         ^,    .  ;  OF 

LF  =  Qâ"    dou     a>  =  a>^. 

Cette  formule  ne  s'applique  qu'en  dehors  des  points  morts 
qui  correspondent  aux  positions  extrêmes  du  balancier,  car 
le  mode  de  liaison  entre  le  balancier  et  la  manivelle  est  in- 
compatible avec  la  transmission  de  mouvement  que  l'on  a  en 
vue  d'établir,  et  qui  serait  interrompue  sans  l'influence  de 
l'inertie  des  masses  animées  d'un  mouvement  de  rotation. 

Considérant  maintenant  le  système  complet  de  Watt,  il  nous 
reste  à  déterminer  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de  la 
tige  oscillante  et  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre. 

Soient  (Jlg.  99)  0F-=  OFo  =  OF,  =  OF2  =  V  la  longueur 
de  la  portion  du  balancier  opposée  au  parallélogramme,  F,  Fo, 
Fi,  F2  étant  les  positions  de  son  articulation  avec  la  bielle 
correspondant  aux  points  A,  Ao,  A„  A,  de  l'articulation  de  la 
tige  du  piston;  /'  =  FP  la  longueur  de  la  bielle. 

On  a 

F\0F^  =  f^op;;  =  ^,  ^oFi;'=^^. 

Les  points  morts  extérieur  et  intérieur  de  la  bielle  FP  de- 
vant correspondre  respectivement  à  F,  et  F2,  il  faut  que  la 
trace  0"  de  Taxe  de  rotation  se  trouve  sur  la  verticale  F,  F2 
F,  F, 

et  queO"P  =  =:  L'sinô;  on  reconnaît  facilement,  d'ail- 
leurs, que,  si  K  est  le  milieu  de  la  corde  FiFa,  on  a  O'^K  = 

Désignons  par  9  l'angle  PO  'Po  formé  par  la  manivelle,  qui  est 
censée  se  mouvoir  de  la  droite  vers  la  gauche,  avec  celle  Po  de 
ses  positions  qui  correspond  au  point  mort  extérieur,  et  par  i 
l'inclinaison  de  la  bielle  FP  sur  0"Fi. 
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Si  Ton  projette  la  ligne  brisée  0"PFOK  sur  la  verticale  et 
rhôrizontale,  on  trouve 


d'où,  par  Télimination  de  /, 

sin^  =  sintî  sinO 

-h  y7  [i  — cos^  cos^^-+-sin^  (sinôcosiî  —  cosGsin>^  —  sinôcos>p)]. 

On  a,  aux  termes  du  second  ordre  près, 

sm-^f  =  siiKÎeosô 

et,  par  suite,  en  négligeant  les  termes  d'un  ordre  supérieur 
au  second, 

sin4^  =  sin^  cosô  h — -,  sin^S 

Si  Ton  porte  cette  valeur  dans  l'équation  (5)  du  n**  55,  on 
trouve,  aux  termes  du  quatrième  ordre  près, 

X  =  L8in(îco80-f-       sin'^sin*©  -h  L  (  — ^  ]  sin'^cos'0; 
d'oii,  pour  la  vitesse  du  piston,  en  remarquant  que  &/=  ^» 

V  =  i  w'  L  sin ^  l^sin 0  —  ^  sin  ^  sin  0  -H  3  {^^^^ ^  '  sin' S  cos' ô  sin G J 
et,  en  négligeant  le  terme  du  troisième  ordre. 


En  comparant  cette  dernière  expression  à  la  formule  (A)  du 

n"  34,  on  voit  que  le  piston  se  meut  suivant  la  même  loi 

que  s'il  était  conduit  directement  par  une  manivelle  de  rayon 

T  .  ^  t..  11    •.      ,  ^  .  L'sinâ 

Lsino  et  une  bielle  dont  le  rapport  a  ce  rayon  serait  — j — ' 

Le  système  complet  de  Watt,  tel  qu'il  est  représenté  par  la 
/ig.  99  et  les  figures  réunies  98  et  io3,  a,  comme  on  le  volt, 


l'cosi  =  r  -h  L'(8in^  COS0  —  sin^^), 
/'sin/  =  L'(sin^sin0-i-  cos^  — cos^p); 
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pour  résultat  final  de  transformer  le  mouvement  alternatif  du 
piston  en  rotation  continue.  Le  seul  avantage  que  présente 
celte  disposition,  sur  celle  d'une  bielle  et  d'une  manivelle, 
consiste  en  ce  qu'elle  est  exempte  de  guides  à  frottement,  dans 
lesquels  il  se  produit  un  jeu  nuisible  au  bout  d'un  temps  plus 
ou  moins  long,  inconvénient  que  l'on  atténue  à  la  vérité  en 
donnant  aux  glissières  une  étendue  convenable,  en  vue  de 
réduire  à  peu  de  chose  le  frottement  par  unité  de  surface. 

Mais  le  système  de  Watt  présente  les  inconvénients  sui- 
vants :  1*»  il  est  dispendieux;  2«  il  exige  en  hauteur  un  grand 
emplacement;  3®  il  donne  lieu  à  des  frottements  notables  : 
c'est  pourquoi  il  est  maintenant  peu  employé. 

ô9.  Mouche  de  Watt,  —  Cette  disposition  diffère  de  la  pré- 
cédente en  ce  que  :  i*»  la  manivelle  est  remplacée  par  une  tige 
0"P  folle  sur  l'axe  0'';     la  communication  du  mouvement 


Fig.  104. 


a  lieu  par  l'intermédiaire  de  deux  roues  dentées,  l'une  mon- 
tée sur  l'axe  0",  et  l'autre  dont  l'axe  est  projeté  en  P  et  qui 
est  solidaire  avec  la  bielle. 
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Soient  R,  R'  les  rayons  des  roues  0",  V;  a,b  les  vitesses 
angulaires  de  la  roue  C  et  de  la  tige  OT;  comme  la  bielle  FP 
reste  sensiblement  parallèle  à  elle-même,  le  mouvement  de 
la  roue  P  peut  être  considéré  comme  se  réduisant  aune  simple 
translation.  La  formule  (i)  du  n"*  23  donne  par  suite,  en  y 
supposant  c  =  o,  pour  la  raison, 

--b  R'      „  ,     /7  R 

£=   =  —  — ,    d'où  -=n---. 

a  —  o  R  à  R 

En  faisant  avec  Walt  R  —  R',  on  a  a  =  afc,  c'est-à-dire  que 
Tarbre  tourne  deux  fois  plus  vite  que  la  tige  CP. 

Le  marteau  de  forge,  mû  par  un  arbre  à  cames  dont  nous 
parlerons  dans  un  autre  Chapitre,  offre  un  exemple  de  la  trans- 
formation d'un  mouvement  circulaire  continu  en  circulaire 
alternatif. 
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DEUXIÈME  SECTION. 

DES  MACHINES  CONSIDÉRÉES  AU  POINT  DE  VUE  DE 
LA  TRANSFORMATION  DU  TRAVAIL  DES  FORCES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GÉNÉRALITÉS. 


60.  Du  mode  d'action  des  moteurs.  —  Il  est  évident  qu'il 
y  a  tout  avantage  à  faire  produire,  dans  chaque  élément  du 
temps,  à  un  moteur  quel  qu'il  soit,'  animé  ou  inanimé,  la  plus 
grande  quantité  de  travail  possible.  Soit  P  l'effort  exercé  par 
un  moteur  sur  le  récepteur,  estimé  suivant  la  direction  de  la 
vitesse  V  de  son  point  d'application.  Le  travail  moteur  déve- 
loppé dans  le  temps  dt  est  PVrff.  D'après  l'observation,  la 
force  P  atteint  son  maximum  quand  V  =  o,  et  devient  nulle 
quand  V  atteint  une  certaine  valeur  V,  qui  dépend  de  lana- 
ture  du  moteur.  Le  produit  PV  s'annulant  pour  V=:  o,  V  =  V' 
doit,  pour  une  valeur  V,  de  V  comprise  entre  zéro  et  V,  pas- 
ser par  un  maximum  dont  il  faut  chercher  à  s'écarter  le  moins 
possible  en  réglant  convenablement  la  vitesse  du  récepteur. 

Pour  une  même  valeur  de  V  le  produit  PV  variera  généra- 
lement avec  le  mode  d'application  de  la  force  motrice;  on  de- 
vra par  suite  donner  au  récepteur,  ou  au  moins  à  très-peu 
près,  la  forme  pour  laquelle  ce  produit  atteindra  sa  plus 
grande  valeur. 

61.  De  la  forme  et  de  la  vitesse  de  l'outil.  —  Comme  on  le 
verra  dans  un  autre  Chapitre,  au  moins  dans  quelques  cas  par- 
ticuliers, la  forme  de  l'outil  a  une  influence  sur  la  quantité  de 
travail  que  l'on  peut  produire.  Il  y  a,  pour  chaque  catégorie 
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d'outils,  pour  une  même  matière  de  l'outil  et  pour  une  même 
matière  à  travailler,  une  forme  plus  avantageuse  que  les  autres, 
et  dont  il  convient  de  peu  s'écarter. 

Au  point  de  vue  de  la  conservation  de  l'outil,  de  la  qualité 
et  de  la  quantité  du  travail  produit,  il  résulte  de  l'observation 
que  la  vitesse  de  l'outil  ne  doit  pas  dépasser  une  certaine  li- 
mite. On  devra  donc  établir  la  transmission  de  telle  manière 
que  la  vitesse  du  récepteur  et  celle  de  l'outil  s'écartent  peu 
de  celles  qui  correspondent  respectivement  au  maximum  du 
travail  moteur  et  du  travail  utilisé. 

62.  Principe  des  forces  vives  appliqué  aux  machines, —  En 
se  reportant  au  n"  139  de  la  deuxième  Partie,  on  voit  que  l'on 
pourra,  sans  erreur  appréciable,  appliquer  aux  machines  l'é- 
quation des  forces  vives,  en  faisant  abstraction  des  vibrations 
des  molécules,  c'est-à-dire  en  n'ayant  égard  qu'au  mouvement 
moyen. 

Cela  convenu,  soient 

la  vitesse  que  possède  un  élément  matériel  m  d'une  ma- 
chine, à  un  instant  déterminé,  pris  si  l'on  veut  comme  ori- 
gine du  temps; 

V  la  vitesse  de  ce  même  élément  au  bout  du  temps  t. 
Soient  de  plus,  au  bout  du  même  temps, 
le  travail  moteur  communiqué  au  récepteur  ; 

S„  le  travail  utile  produit,  égal  et  de  signe  contraire  au  travail 
de  la  résistance  ou  des  résistances  utiles; 
le  travail,  pris  en  valeur  absolue,  des  résistances  passives  (2). 
On  a 

Il  arrive  souvent  qu'on  ne  peut  se  dispenser  de  faire  in- 
tervenir, dans  le  jeu  d'une  machine,  certaines  forces  exté- 
rieures qui,  non-seulement  ne  jouent  aucun  rôle  dans  la 
production  du  travail  utile,  mais  encore  développent  des 
résistances  passives  ou  augmentent  la  valeur  de  S^;  tel  est, 
par  exemple,  le  poids  des  équipages  à  mouvement  alterna- 
tif (manivelle,  bielle,  balancier)  dont  le  travail,  tantôt  po- 
sitif, tantôt  négatif,  s'annule  dans  une  période  au  commen- 
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cernent  et  à  la  fin  de  laquelle  les  pièces  occupent  les  mêmes 
positions.  Nous  conviendrons  de  comprendre  respectivement 
dans  et  —  le  travail  de  ces  forces,  selon  qu'il  sera  positif 
ou  négatif. 

Lorsque,  par  la  nature  même  du  travail  à  effectuer,  on  ne 
pourra  éviter  qu'il  se  produise  des  chocs  dans  une  machine, 
on  devra  comprendre  dans  S^la  demi-perte  de  force  vive  totale 
éprouvée  par  les  organes  dans  le  temps  t. 

63.  De  V uniformité  et  de  la  périodicité  du  mouvement  des 
machines.  —  D'après  les  considérations  exposées  aux  n°*  60 
et  61  et  l'équation  (i),  la  vitesse  de  chaque  élément  maté- 
riel d'une  machine  ne  peut  croître  au  delà  d'une  certaine 
limite;  car,  dès  que  le  point  d'application  de  la  force  motrice 
aura  acquis  la  vitesse  V,  le  travail  restera  d'abord  sen- 
siblement constant,  tandis  que  et  @r continueront  à  croître; 
la  force  vive  acquise  imc^*  décroîtra  donc,  et  l'on  voit,  par 
suite,  que  les  vitesses  v  ne  pourront  pas  dépasser  une  cer- 
taine limite. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  les  machines  sans  pièces  oscil- 
lantes, l'uniformité  du  mouvement  finira  toujours  par  s'éta- 
blir, et  cela  aura  lieu  généralement,  au  bout  d'un  temps  très- 
court,  après  la  mise  en  marche;  on  aura,  à  partir  de  cet  instant, 
pour  un  intervalle  de  temps  quelconque. 

Bans  le  cas  où  des  pièces  oscillantes  entreront  dans  la  com- 
position d'une  machine,  le  mouvement  deviendra  bientôt  pé- 
riodique, et  nous  verrons  plus  loin  de  quelle  manière  on  peut 
réduire  l'écart  maximum  relatif  des  vitesses  angulaires  des 
pièces  gyratoires  pour  satisfaire  aux  conditions  énoncées  aux 
n"  60  et  j61.  Pour  une  période  on  aura  encore  la  relation  ci- 
dessus. 

Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  rapport 

du  travail  utile  au  travail  moteur  est  ce  que  l'on  appelle  le 
coefficient  d'effet  utile  ou  le  rendement  de  la  machine. 
III.  II 


l62  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  I. 

64.  Discussion  de  l'équation  des  forces  vives.  Influence  de 
r inertie.  —  L'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(^)  ^.=s».-^-(s.-^)- 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  si  l'on  considère  la  ma* 
chine  à  partir  de  l'instant  de  sa  mise  en  marche ,  ou  lorsque 
—  o,  on  a 

^<^..-^. 

ce  qui  exprime  que  la  demi-force  vive  acquise  est  inférieure 
au  travail  moteur  dépensé  et  non  utilisé. 

En  considérant  maintenant  la  machine  à  parlir  d'un  instant 
quelconque  de  la  durée  de  son  fonctionnement,  l'équation  (2) 
montre  que  la  demi-force  vive  initiale  vient  s'ajouter  au  tra- 
vail moteur;  mais,  d'après  l'observation  que  l'on  vient  de  faire, 
elle  ne  fait  que  restituer  une  partie  du  travail  employé  à  la 
produire;  de  sorte  que  le  travail  produit  sera  toujours  infé- 
rieur au  travail  moteur  dépensé. 

On  voit  ainsi  tout  ce  qu'il  y  a  de  chimérique  dans  la  re- 
cherche du  mouvement  perpétuel  à  laquelle  se  livrent  cer- 
taines personnes  qui,  sans  s'en  rendre  compte,  voudraient,  en 
définitive,  produire  un  travail  utile  égal  ou  supérieur  au 
travail  dépensé. 

L'équation  (2)  montre  aussi  que  la  demi-force  vive  acquise 
s'ajoute  au  travail  des  résistances  passives  et  constitue  à  la  fin 
du  fonctionnement  de  la  machine  une  véritable  perte  de  tra- 
vail moteur.  Cependant  on  peut,  ainsi  que  cela  se  fait  dans  cer- 
taines circonstances  ('),  utiliser  une  partie  de  celte  demi-force 
vive;  en  effet,  après  avoir  supprimé  l'action  du  moteur,  on  a, 
en  accentuant  les  quantités  qui  se  rapportent  à  une  époque 
quelconque  de  la  nouvelle  phase,  pour  laquelle  G^,  =  o, 

et  l'on  voit  ainsi  que  \lmv^  joue  ici  le  rôle  de  travail  moteur. 
Lorsque  le  travail  doit  être  longuement  continué,  la  demi- 


(*)  Notamment  dans  le  laminage  et  le  cylindrage  du  fer. 
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force  vive  acquise  au  moment  de  Tarrêl  de  la  machine  devient 
une  fraction  insignifiante  du  travail  moteur  dépensé. 

'  65.  Des  causes  d* irrégularité  du  mouvement  d'une  ma- 
chine. —  Nous  avons  vu,  au  n**  61,  que  Ton  devait  restreindre 
dans  certaines  limites  les  variations  de  vitesse  dans  les  ma- 
chines. Les  principales  causes  de  ces  variations  sont  les  sui- 
vantes : 

1°  La  présence  dans  le  mécanisme  de  pièces  à  mouvement 
alternatif,  lors  même  que  le  mode  d'action  des  forces  motrices 
et  résistantes  est  régulier; 

2*»  L'intermittence  dans  le  développement  de  la  résistance 
utile,  comme  dans  les  cas  où  l'outil  est  un  laminoir,  un  cy- 
lindre cingleur,  un  pilon,  un  marteau,  etc.  ; 

S""  La  discontinuité  dans  le  travail  résistant  utile,  comme 
cela  arrive  quand  on  débraye  une  ou  plusieurs  machines  d'un 
groupe  mis  en  mouvement  par  un  même  moteur. 

Dans  les  deux  premiers  cas  on  arrive  à  régulariser  le  mou- 
vement en  faisant  intervenir  Tinerlie  d'une  pièce  appelée 
volant;  mais  dans  le  paragraphe  suivant  nous  ne  nous  occu- 
perons que  du  premier,  sauf  à  revenir  plus  tard  sur  le 
deuxième. 

Dans  le  troisième  cas,  la  force  motrice  se  règle  automati- 
quement à  l'aide  d'un  mécanisme  appelé  régulateur^  dont 
nous  étudierons  ultérieurement  les  principales  dispositions. 
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CHAPITRE  II. 

DES  VOLANTS. 


66.  Généralités.  —  Lorsque,  dans  la  composition  d'une  ma- 
chine, il  entre  des  pièces  oscillantes,  ces  pièces,  ne  corres- 
pondent généralement  qu'à  un  ensemble  d'organes  h  rotation 
continue  dont  les  vitesses  angulaires  restent  dans  un  rapport 
constant.  Si,  par  exception,  il  y  a  d'autres  organes  gyratoires, 
leur  force  vive  est  toujours  assez  faible  par  rapport  à  la  force 
vive  de  l'ensemble  ci-dessus  pour  qu'on  puisse  en  faire  abs- 
traction; de  sorte  que  l'on  peut  considérer  une  machine  à 
pièces  oscillantes  comme  ne  renfermant  qu'un  seul  système 
d'organes  à  rotation  continue. 

On  s'arrange  toujours  de  manière  à  réduire  autant  que  pos- 
sible la  masse  et  la  vitesse  des  pièces  oscillantes,  de  sorte  que 
leur  force  vive  reste  toujours  une  petite  fraction  de  celle  des 
pièces  tournantes. 

Pour  restreindre  dans  certaines  limites  les  variations  des 
vitesses  angulaires  des  organes  gyratoires,  on  établit  sur  l'un 
des  arbres  une  roue  appelée  volant  {fig>  io5  et  io6). 

Afin  de  ne  pas  donner  à  un  volant,  pour  un  moment  d'iner- 
tie déterminé,  un  poids  trop  considérable,  on  dispose  les  élé- 
ments de  sa  masse  à  la  plus  grande  dislance  possible  de  l'axe 
de  rotation,  et  c'est  ainsi  que  l'on  est  conduit  à  donner  à  la 
pièce  la  forme  d'une  couronne  circulaire  reliée  à  l'arbre  par 
des  bras  dont  l'axe  de  figure  est  généralement  rectiligne. 

On  monte  généralement  le  volant  sur  l'arbre  animé  du 
mouvement  le  plus  rapide,  afin  que,  pour  une  valeur  donnée 
de  sa  force  vive,  son  moment  d'inertie  et  par  suite  sa  masse 
soient  portés  à  leur  plus  faible  valeur. 

Dans  son  Cours  de  Mécanique  appliquée  aux  machines, 
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Poncelei  fait  remarquer  que  les  résistances  ont  pour  effet,  en 
général,  de  diminuer  les  plus  grands  écarts  de  la  vitesse  ou  la 
valeur  qu'il  serait  nécessaire  de  donner  au  moment  d'inertie 


Fîg.  io5. 


du  volant  si  elles  n'existaient  pas,  et  par  conséquent,  en  les 
négligeant,  on  doit  être  certain  d'obtenir  pour  le  volant  des 
dimensions  plus  que  suffisantes. 
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Soient 

&)„  (ôi  les  vitesses  angulaires  minimum  et  maximum  de  l'arbre 
du  volant; 

û  —  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  cet  arbre  {vitesse 

de  régime),  qui  est  une  donnée  de  la  question; 
-  une  fraction  également  donnée,  et  qui  sera  d'autant  plus 

petite  que  l'on  voudra  obtenir  une  plus  grande  régularité 
dans  le  mouvement  ('). 

La  condition  que  Ton  se  propose  de  remplir  est  que  l'écart 
maximum  de  la  vitesse  angulaire  soit  au  plus  égal  à  la  frac^ 

tion  i  de  la  vitesse  angulaire  moyenne  ou  que 


d'où,  en  prenant  le  signe  inférieur, 

(■)  =  '-■  =  "('-ï;i)- 

Soient 

9  l'angle  décrit  par  un  rayon  de  l'arbre  à  partir  d'une  position 
déterminée  de  ce  rayon  ; 

&)  =  ^  la  vitesse  angulaire  correspondante; 

&)o  la  valeur  de  celte  vitesse  pour  6  =  0; 

S  le  travail  des  forces  extérieures  motrices  et  résistantes  dé- 
veloppé à  partir  de  6  =  0; 

I  le  moment  d'inertie  du  volant,  qu'il  faut  déterminer  de 
manière  à  satisfaire  aux  conditions  (i). 

La  force  vive  des  pièces  tournantes  est  de  la  forme  aw', 
a  étant  une  quantité  connue,  et,  en  posant 

I  -t-  «  =  A, 


(')  Les  limites  entre  lesquelles  n  est  généralement  compris 'dans  la  pratique 
sont  3o  et  80. 
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On  peut  maintenant  considérer  A  comme  l'inconnue  de  la 
question,  puisque  sa  détermination  entraîne  celle  de  L 

La  force  vive  des  pièces  oscillantes  sera  de  la  forme 
69(6)0.)%  B  étant  l'équivalent  d*un  moment  d'inertie,  qui 
est  une  quantité  connue,  et  9(6)  une  fonction  également 
connue,  ne  renfermant  que  des  constantes  sans  dimension. 

Nous  supposerons  que  la  force  motrice  et  les  résistances 
utiles,  par  suite  ^,  sont  des  fonctions  continues  ou  discon- 
tinues de  6. 

On  a,  d'après  le  principe  des  forces  vives,  en  faisant  abs- 
traction des  résistances  passives,  comme  nous  en  sommes 
convenus, 

(2)  [A         (ô)]  -  ^  [A  -HBy(o)]  =  S. 

Le  mouvement  de  la  machine  devant  être  périodique,  il  faut 
qu'au  bout  d'un  nombre  déterminé  i  de  tours  ^  ait  la  même 
valeur  pour  6  =  21:1  et  0  —  o,  ce  qui  détermine  une  certaine 
relation  entre  les  forces  qui  agissent  sur  la  machine. 

67.  Première  approximation  du  calcul  d'un  volant.  — 
Lorsqu'une  pièce  oscillante,  telle  qu'un  balancier  de  machine 
à  vapeur,  a  une  masse  considérable,  on  s'arrange  de  manière 
que  la  vitesse  maximum  de  chacun  de  ses  éléments  matériels 
soit  relativement  faible;  de  sorte  que,  dans  tous  les  cas,  le 
maximum  de  B<p(0)  est  toujours  une  très-petite  fraction  du 
moment  d'inertie  A  qu'il  s'agit  de  calculer.  On  peut  donc, 
dans  une  première  approximation,  négliger  les  termes  en  B 
dans  l'équation  (2),  qui  devient 

AK-o>;)  ^  g 

Soient  Sj,  6,  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  de  © 
dans  la  période  de  1  révolutions;  63,  di  les  valeurs  correspon- 
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dantes  de  6;  nous  aurons 


2 


(3) 


d*où,  par  soustraction, 


•iA(a), -H  wj       -       =  S,  -  6, 


et,  en  vertu  des  relations  (i), 


(4) 


En  substituant  cette  valeur  dans  Tune  ou  l'autre  des  équa- 
tions (3),  la  première  par  exemple,  en  ayant  égard  à  la  va- 
leur (i)  de  &)2,  on  déterminera  la  vitesse  angulaire  &)«. 

Si  S  est  une  fonction  continue  de  9,  les  angles  6,  et  9i  se- 
ront donnés  par  Téquation 


Supposons  que  de  0  =  03  0  =  a,  S  soit  une  fonction  con- 
linue/(0),  et  de  0=a  à  B  =  iiK  une  autre  fonction  yi(0). 
Traçons  deux  courbes  Oa,  cp,  ayant  0  pour  abscisse,  et  res- 
pectivement /(0),/i(0)  pour  ordonnées,  et  soit     leur  point 


Fig.  107. 


7». 


9 


d'intersection  qui  correspond  à  l'abscisse  a.  Dans  le  cas  de  la 
fig'  1079  l6  point  maximum  n  de  Oa  se  trouve  en  deçà,  et  le 
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point  minimum  p  de  cp  au  delà  de  m;  les  valeurs  de  et  ds 
seront,  par  suite,  respectivement  données  par  les  équations 

/'(ô)  =  o,/;(ô)  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  Jig.  io8,  où  /i  et  p  sont  au  delà  de  m,  sera 

Fig.  108. 


e 


évidemment  l'ordonnée  de  m,  c'est-à-dire  que  Ton  aura  6,  =  a, 
et    sera  donné  par  l'équation  f\{Q)z=o. 

Sî  le  cas  de  la  Jig.  109  se  présente,  on  aura  6,  =  a  et 
f^[6)  =  o  pour  déterminer  62,  etc. 

Fig.  109. 


e 


Ainsi  donc,  lorsque  ^  sera  une  fonction  discontinue  de  6, 
il  faudra  se  livrer  à  une  discussion  appuyée  sur  des  tracés 
de  courbes  pour  déterminer  les  valeurs  qu'il  faut  attribuer 
à  62  et  di. 

Remarque.  —  Supposons,  comme  on  le  fait  d'habitude  dans 
cette  première  approximation,  que  l'on  donne  au  volant  le 
moment  d'inertie  A,  supérieur  à  celui  I,  qui  est  nécessaire  pour 

assurer  le  degré  de  régularité  proposé;  l'écart  relatif      .  ^' 


170  QUÀTRlfcME  PàBTIE.  —  GHAPITBB  11. 

sera  réduit  à  moins  de  ->  el  Ton  se  trouvera  dans  des  condî- 
n 

lions  très-favorables.  Pour  le  même  motif,  nous  ferons  encore 
abstraction  des  bras  du  volant,  de  sorte  que,  si  P  est  le  poids 
de  Tanneau,  p  son  rayon  moyen,  et  si  Ton  remarque  que  l'é- 
paisseur de  l'anneau  dans  le  sens  du  rayon  est  toujours  une 
petite  fraction  de  p,  on  a  à  très-peu  près 


En  désignant  par  V  la  vitesse  ûp  du  volant  à  sa  circonfé- 
rence moyenne,  la  formule  (4)  devient 

(5)  PV'  =  //^(S,-ej. 

68.  Deuxième  approximation.  —•  Proposons-nous  mainte- 
nant de  calculer  le  moment  d'inertie  du  volant  en  tenant 
compte  delà  première  puissance  de  B.  Supposons  que  Ton  ait 
obtenu  une  première  valeur  approchée  de  A  au  moyen  de  la 
formule  (4);  soient  A(i  -h  x),  &>;  -+-  ôwj  les  valeurs  corrigées 

de  A  et     ;  posons  y  =  ^  et  négligeons  les  termes  du  second 

ordre  en  x,  y  et  dwj.  Au  lieu  de  l'équation  (2),  nous  aurons  la 
suivante  : 

 9.  

d'où 

Nous  ne  considérerons  que  le  cas  qui  se  présente  le  plus 
généralement  où  ^3  est  le  maximum  d'une  fonction  de  9,  èt  ^, 
le  minimum  de  la  même  fonction  ou  d'une  fonction  différente, 

de  sorte  que  nous  aurons  ^  =  ^  P0"r  6  =  62,  0  =  6». 

La  valeur  de  .6  qui  rendra  minimum  cù  sera  donnée  par 
l'équation 

1  g  [1  -a:~7?(Ô)]  -  I  7î'(0)  -  ^ 7?'(o)  =0, 
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et  sera  de  la  forme  0  =  9i-h  àôi,  ô0,  étant  de  Tordre  de  y  et  ^; 
mais  on  a 


et  permetlra  de  déterminer  56,;  mais  il  nous  est  complète- 
ment inutile  de  connaître  cette  valeur,  car  le  minimum  du 
second  membre  de  Téqualion  (6)  sera  le  même  que  pour 
6  =  6,,  puisque  S  conserve  la  même  valeur,  aux  termes  du 
second  ordre  près.  On  a  donc 


mais  la  seconde  des  équations  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


l'équation  ci-dessus  devient  par  suite 


d'où,  par  soustraction. 


|[^-^7?(9.)]^$7[?(Ô.)-?(o)]; 


on  a  de  même 


^7[?(ôJ-7(o)]; 


d'où,  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  — 


[7(9,)-1>(Ô.)]j. 
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Des  équalions  (3)  on  tire 

d'où,  en  remplaçant  cùi,  &),  par  leurs  valeurs  (i),  négligeant  le 
carré  de  ^9  qui  est  toujours  une  petite  fraction,  et  ayant  égard 
à  la  valeur  (4)  de  A, 

réquation  (7)  donne  par  suite 

-^Ks,(''-0~s.('^-^-i)][7(ô,)-?(ô.)]}. 

Dans  les  cas  où  le  système  oscillant  est  une  simple  bielle 
ou  l'ensemble  du  balancier,  parallélogramme,  etc.,  de  Watt, 
(p(d),  en  négligeant  robliquité  de  la  bielle,  est  de  la  forme 
sin»0,  et  l'on  a  alors 

I  +i[s^(^_,)^S,(,2-^i)](sin^ô,-8in«ô,)j. 

69.  Application  aux  manivelles  dans  1* hypothèse  d*une 
puissance  et  d*une  résistance  constantes,  —  Nous  négligerons 
l'obliquité  de  la  bielle,  qui  sera  ainsi  censée  se  mouvoir  pa- 

Fi  g.  iio. 


S 


rallèlement  à  une  droite  déterminée  Ox  [Jig.  iio)  passant  par 
le  centre  de  rotation  0  de  la  manivelle 


Soient 
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R  le  rayon  OA  de  la  manivelle; 

Q  la  résistance  constante»  supposée  tangente  à  la  circonfé- 
rence de  rayon  OA  ; 
S  Tefiforl  moteur,  parallèle  à  0^,  agissant  en  A; 
Ao,  A'o  les  points  morts  extérieur  et  intérieur; 

e  Tangle  AOAo. 

1°  Manivelle  simple  à  simple  effet.  —  Pendant  la  durée  d'une 
révolution,  la  force  S  n'agit  que  de  Ao  en  A'o,  de  sorte  que, 
pour  exprimer  que  le  mouvement  est  périodique  ou  que  le 
travail  total  est  nul  dans  la  période  considérée,  on  a 

Sx  2R=:Qxa7rR,   d'où   S  =  7rQ. 

On  a  évidemment 

S  =  SR(i-cos0)-QR9  =  QR[7r(i  -  cosO)  —0]. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  S  correspondent  aux  va- 
leurs de  6  données  par  l'équation 

—  =  QR  (t:  sin9  —  i)  =  o, 

d'où 

sinO  =  -, 

TT 

0,     A^OX,     18" 33' 36",    9,     ^CoA^^  ^  - 

On  déduit  de  la  formule  (9)  ^  =  — y  ;  de  sorte  que  l'on  peut 
s'en  tenir  à  la  première  approximation,  puisqu'elle  donne 
pour  A  une  valeur  un  peu  trop  forte,  ce  qui  est  avantageux  à 
la  régularité  en  mouvement. 

L'équation  (5)  donne  maintenant,  en  vertu  des  valeurs  ci- 
dessus, 

(10)  PV'=  17,2802  X  27rRQ/î. 

On  appelle  cheval-vapeiir  un  travail  de  76  kilogramnètres 
exécuté  dans  une  seconde.  Si  N  est  le  nombre  de  tours  de 
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l'arbre  par  minute,  le  travail  effectué  par  seconde  est,  en  kilo- 
grammètres, 

et  en  chevaux 

27rRQN 


F  = 


60  X  75 


En  remplaçant,  dans  Téqualion  (10),  QR  par  sa  valeur  tirée 
de  cette  relation,  on  arrive  finalement  à  la  formule  pratique 

(11)  PV^=  24300^. 

2°  Manivelle  simple  à  double  effet.  —  Lorsque  A  est  arrivé 
en  A'o,  S  en  conservant  son  intensité  change  de  sens,  de  ma- 
nière à  rester  une  force  motrice,  de  sorte  que  son  travail  est 
double  de  ce  qu'il  était  précédemment  pour  une  révolution 
entière.  On  a  donc 

S.4R  =  Q.27rR,   d'où   S  =  ^Q; 

par  suite, 

S  =  qr|^^(i-cosô)-9J. 

De  réquation  ^  =  o  on  tire 

sinô  =  -5 

TT 

d'où 

L'équation  (9)  donne,  comme  dans  le  cas  précédent,  x  =  —  y, 
de  sorte  qu'il  suffit  encore  de  s'en  tenir  à  la  première  approxi- 
mation. 

,  En  opérant  comme  plus  haut,  on  trouve 

(12)  PV»=  4645  ^. 


Le  moment  d'inertie  du  volant,  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs,«est  ainsi  inférieur  au  \  de  ce  qu'il  doit  être  dans  le  cas 
du  simple  effet. 
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3**  Manivelle  double  à  angle  droit  et  à  double  effet,  —  Sup- 
posons que  Tangle  6  se  rapporte  à  la  manivelle  OA;  pour  avoir 
les  termes  correspondants  relatifs  à  la  manivelle  OB,  il  fau- 
dra changer  9  en  6  -t-  90%  et  Ton  a  ainsi 

^r=  S(i  — co80)R-hS(i-f-sinO)  — QR9. 

Le  travail  des  deux  forces  S  pour  une  révolution  étant 
P  X  8R,  on  a,  pour  la  condition  de  périodicité, 

8RS=  27rRQ,    d'où    S  =  7r5, 


par  suite, 

L*équation 
donne 


OR 

S  =  ^      — cos9  -h  sin0)7r--  4Ô]. 


—     o    ou   sin9  -h  cosô  =  - 

«9  TT 


9.=  19°  12',      =  70048''. 


En  se  reportant  au  n°  67,  il  est  facile  de  voir  que  dans  le 
cas  actuel 

<p(0)  =  sin'O  H-  cos'0  =  I, 

et  l'équation  (8)  donne  encore,  comme  plus  haut,  ^  =  —  y,  de 
sorte  que  Ton  n'a  pas  non  plus  à  se  préoccuper  de  la  deuxième 
approximation,  et  Ton  a 

F/î 

PV*-:468 

On  pourrait  multiplier  ces  exemples  et  reprendre  notam- 
ment les  précédents,  en  supposant  que  l'on  établisse  sur  le 
prolongement  de  chaque  manivelle  de  l'autre  côté  de  l'axe  de 
rotation  un  contre-poids  maintenu  à  une  distance  constante 
de  cet  axe. 

70.  Calcul  du  volant  d'une  manivelle  à  double  effet  dans 
un  cas  particulier  où  la  force  motrice  est  variable.  —  Suppo- 
sons que  la  force  motrice  S  soit  constante  à  partir  de  0  =  0  jus- 
qu'à une  valeur  déterminée  a  de  l'angle  6;  que  deô  =  «  à.ô=7r 
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la  force  motrice  suive  la  loi  exprimée  par  S  - — et  que  la 

.     I  — cosa  ^ 

même  chose  se  reproduise  dans  l'oscillation  inverse  :  nous 

nous  trouverons  dans  les  conditions  d'une  machine  à  vapeur 

à  détente,  en  admettant  que  la  détente  ait  lieu  suivant  la  loi 

de  Mariolte  et  que  l'on  néglige  la  contre-pression,  ce  qui  ne 

peut  être  qu'avantageux  au  point  de  vue  de  la  régularité  du 

mouvement  (65). 

Nous  aurons 

G  =  SR  (i  -  cosO)  —  QRO,   pour  G  <  a, 
et,  en  accentuant  S  pour  éviter  toute  confusion. 


e'=SR(i-c08a)-+-SR(i-cosa)  J 


cosô 


QRÔ 


SR(i~cosa)4-SRlog^ — ^-QRÔ,   pour  G 

^  '  °  1  —  COS  a      ^     '    *^  <  1 


Pour  que  le  mouvement  soit  périodique  il  faut  que  G'  =  o 
pour  9  =  TT,  ce  qui  donne 

 ^  

(l  —  COSa)  (  I -+- log   ) 

^  '  \         °  I  —  COSa  / 

On  a,  par  suite, 

1^     g  ï  —  cosG  G_ 
,(,_C0Sa)(^,-^l0g^-^j 

(1  —  COSa)  (  I -+-10g    ) 

^'    __  J  ^  V         °  I  —  COSa/ 

2  7rQR"~    ,              x/       ,          2  \* 
2(1  —  COSa)  (  I -hlog  ) 

Le  minimum  ^  correspondra  à  la  valeur  9  de  d  donnée  par 

(i3)  sinçp=  —,  -(i-hlog  |j 

^    '  ^      7r(i— C0Sa)\         '^i— COSa/ 

et  son  maximum  à  $  =^  tt  —  9. 
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«57 


g   _  ï  —  cosQ  9 

^     '  27rQ  ~~  27r  sin^  27r* 

En  désignant,  par  des  indices,  les  valeurs  de  S  correspondant 
aux  valeurs  9  et  $  de  0,  on  a 

I  I  —  COScp  « 

 -r    (5_  =  r  ) 

î                H-COn<}'        I  <p 
—        =  ;  1  . 

27ry  2  7rsin<p        -2  27r 

La  seconde  des  équations  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(16)  — n^—  •■ — ^  i-Hiog  

^  inQ  iitsmy  \  I — cosa 


/  27r 


La  fonction  S'  n'est  susceptible  que  d'un  maximum  corres- 
pondant à  la  valeur  0'  de  6  donnée  par 

et,  en  désignant  par      ce  maximum,  on  a 


En  faisant  croître  a  de  10  en  10  degrés  à  partir  de  a  —  io" 
jusqu'à  180  degrés,  et  dressant  un  tableau,  nous  avons  re- 
connu que  Ton  a  constamment  S,  z^S^,  et  ^2=^^'  entre 
a  —  10»  et  a  — :  I4o^  et    =  ^'^  entre  a  =  i4o"  et  a  =  180°  {•). 

En  appelant  A  V admission  - — qi  posant  PV'r=r  jtx 


(*)  Foir,  pour  plus  de  détails,  mon  Mémoire  sur  les  volants  des  machines  à 
vapeur  à  détente  et  à  condensation,  inséré  au  tome  l*'*  des  Annales  des  Mines, 
1872. 

IIL  12 
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nous  avons  formé  Je  tableau  suivant  : 


4705, 
4881, 
5i37, 
5354, 
553o, 
583o, 
6095, 
6462, 
7190. 


Nous  avons  reconnu  également  que  le  terme  correctif  Xy 
dû  à  Tinfluence  de  l'inertie  des  pièces  oscillantes,  est  dans 
tous  les  cas  négatif,  de  sorte  que  nous  n'avons  pas  à  nous  oc- 
cuper de  la  seconde  approximation  dans  le  calcul  du  moment 
d'inertie  du  volant. 

71.  De  V influence  de  V obliquité  des  bielles  sur  la  régula- 
rité du  mouvement.  —  Le  chemin  parcouru  par  l'extrémité  de 
la  bielle  à  partir  du  moment  où  le  bouton  de  la  manivelle  se 
trouvait  au  point  mort  extérieur  étant  (34) 


à  la  troisième  puissance  près  de  l'obliquité  e,  on  peut  poser 


Soit  ^,  la  valeur  qui  ren(J  F{0)  minimum;  si  nous  posons 
9,=  0', -f- nous  aurons,  en  nous  arrêtant  aux  premières 
puissances  de  e  et  60,,  qui  sont  du  même  ordre  de  grandeur. 


Si  l'on  porte  la  valeur  de  0  =  6',  -^  ô0i  dans  l'expression  de  S, 
et  que  l'on  appelle  S',=z:F(6',)  la  valeur  de  S,  résultant  d'une 


S-F(ô)-f-s/(0), 
F  et/ étant  des  fondions  connues  de  B 


Les  angles  0,  et     seront  donnés  par  l'équation 

F'(ô)  +  s/(0)=o. 
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première  approximation  dans  laquelle  on  aurait  négligé  Tex- 
centricitéy  il  vient,  en  s'arrêtant  aux  termes  du  second  ordre, 

En  augmentant  Tindice  d*une  unité,  on  aura  une  expression 
semblable  pour  le  maximum  6s,  et  il  sera  facile  de  trouver 
la  valeur  de  la  correction  que  Ton  doit  faire  subir  à  une  pre- 
mière valeur  approchée  du  moment  d'inertie  A  du  volant, 
résultant  de  Thypothèse  de  e  =  o,  lorsque  Ton  voudra  tenir 
compte  de  la  seconde  puissance  de  Tobliquîté. 

Comme  exemple,  reprenons  la  question  d'une  manivelle 
simple  à  double  effet  du  n'^GS;  nous  avons,  pour  la  condi- 
tion de  périodicité, 

4SR  =  27rRQ; 

par  suite 

^=QRj^^(i-cosÔ)-0-  ^ssin^ej, 
(îô,  —  esinô',, 

S ,  =     -        (i  H-  6C0SÔ',  )  e  sin'Ô', . 

4 

Si  nous  écrivons  l'expression  des  ta  de  la  même  manière, 
en  nous  rappelant  que  les  angles  0',,  ff^  sont  supplémen- 
taires (68),  nous  trouvons 

_  S'^  =    -        ^  s'cosô',  sin'ô',. 

Nous  voyons  ainsi  que,  dans  le  cas  actuel,  l'obliquité  de  la 
bielle  exige,  pour  arriver  au  degré  de  régularité  voulu,  une 
légère  augmentation  du  moment  d'inertie  du  volant.  En  effec- 
tuant les  calculs  numériques,  la  formule  précédente  prend  la 
forme 

o,42ioRQ(i-f-i,i68s'). 

Il  arrive  rarement  que  e  atteigne  et  dans  ce  cas  limite 
la  première  valeur  approchée  de  A  devrait  être  augmentée 
de  o,o8  environ  de  cette  même  valeur.  Il  n'est  donc  pas  su- 
perflu, dans  certains  cas,  de  faire  entrer  en  ligne  de  compte 
l'obliquité  des  bielles. 


13. 
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72.  Remarque  relative  à  rétablissement  des  volants.  — 
M.  Krelz  a  fait  observer  à  juste  litre  que,  lorsqu'il  s'agît  de 
faire  fonctionner  des  machines  outils,  il  ne  suffit  pas  de 
limiter  les  écarts  de  vitesse  à  une  certaine  fraction  de  la  vi- 
tesse moyenne  :  il  faut  encore,  au  double  point  de  vue  de 
la  qualité  et  de  la  quantité  de  l'ouvrage  produit  par  unité 
de  temps,  et  de  la  conservation  de  l'outil,  que  l'accélération 
de  ce  dernier  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite;  ce  qui 
revient  à  assigner  une  limite  maximum  ^  à  l'accélération  an- 

gulaire  ^  • 

En  négligeant  l'inertie  des  pièces  oscillantes,  et  dififéren- 
tiant  l'équation  (2')  du  n"  66,  on  obtient 

d*où 

d(o  _  i  d^D 
lit  " 

On  déterminera  la  plus  grande  valeur  A  de       et  Ton  devra 

s'assurer  que  le  moment  d'inertie  A,  calculé  comme  on  l'a 
indiqué  plus  haut,  satisfait  à  la  condition 


73.  Conditions  de  résistance  à  la  rupture  d'un  volant.  — 
La  Jig,  1 1 1  représente  une  section  faite  dans  un  volant  par  son 

Fig.  III. 


plan  moyen  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  0. 
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Nous  appellerons  circonférence  moyenne  l'anneau  à  Télal 
naturel  le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité  de  ses  sec- 
tions méridiennes,  et  nous  désignerons  son  rayon  par  p». 

I®  Nous  considérons  d'abord  le  cas  où  le  volant  possède 
une  vitesse  angulaire  Q.  sensiblement  constante. 

Soient 

OA,,  Ok\  les  axes  de  figure  de  deux  bras  consécutifs; 
ai  y      leurs  naissances  respectives  comprises  dans  l'angle 
A'.OA'; 

loL       les  angles  aïOa',,  a,OA^i  —  a',OA',  ; 

OA  la  bissectrice  des  angles  AïO  A', ,  a,Oa',  ; 

A'jAAj  la  portion  de  la  circonférence  déformée  déterminée  par 

les  directions  de  0A„  OA',  ; 
p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  Aûi  en  un  point  M  dont 

les  coordonnées  polaires  sont  r  =  OM,  ÂOM  =  9  ; 
(7  la  section  méridienne  de  l'anneau  ; 

I  le  moment  d'inertie  de  cette  section,  par  rapport  à  la  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  figure  passant  par  son  centre  de 
gravité; 

la  section  transversale  des  bras  que  nous  supposerons  con- 
stante jusqu'au  moyeu  ; 

0,  N  les  composantes  élastiques  développées  dans  les  sections 
méridiennes  aux  naissances  a,,  a',  des  bras,  dirigées  respec- 
tivement suivant  le  rayon  et  sa  perpendiculaire; 

£  le  moment  d'inertie  de  la  matière; 

n  son  poids  spécifique; 

r  l'effort  maximum  de  compression  ou  de  traction  qu'on  doit 
lui  faire  supporter  par  unité  de  surface. 

La  force  centrifuge  agissant  sur  a^k(^^  faisant  équilibre  aux 
forces  élastiques  développées  en  a„a, ,  il  vient,  en  projetant 
sur  OA, 

2Q  COSa -H  2N  Sina  =   /    n'p^COSip.  p^cff  =    -  (xii  pj  sma. 

S    Jo  iy 

En  posant 
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l'équation  précédente  se  met  sous  la  forme 


El 


(a)  N,  sina -f-Qcosa  =  o. 

Si  Ton  prend,  par  rapport  au  point  M,  les  moments  des 
forces  qui  agissent  sur  Mai,  on  a,  en  appelant  i{/ l'angle  formé 
avec  OA  par  un  rayon  quelconque  Om  de  l'arc  «iM, 

(^i  -  =Npo[i~co8(a-<p)]-hQpo8in(a-(p) 
n 

 (TQ}pl  I    sin(^  — f)c?«j/H-con8t. 

La  constante  étant  le  moment  du  couple  élastique  développ  é 
dans  la  section  normale  en  ou  a^,  on  tire  de  là,  en  désignant 
par  Cp«  une  autre  constante  qui  comprend  la  précédente, 

[h]       ^      -  p;)  =  -N.  cos(a  -  (p)  +  Qsin(«  -  y)  -  C. 

L'influence  du  bras  sur  l'anneau  en  Ai^i  doit,  à  très-peu 
près,  produire  l'effet  d'un  encastrement;  de  sorte  que,  après 
comme  avant  la  déformation,  OA,  Oai  sont  des  normales  qui 
font  entre  elles  l'angle  a.  On  a  donc 

en  négligeant  la  dilatation  de  la  circonférence  moyenne;  d'où 
la  condition 

(c)  N,  sina  —  Q  (i  —  cosa)  — Ga  =  o. 

En  posant  r  =  (n-  w),  nous  aurons,  d'après  le  n°  188  de 
la  deuxième  Partie, 


i     i  —  _  ^  I^JIl  ^  \ 


P 

L'équation  (b)  devient  par  suite 


^i^-^")  =N.cos(î-a)-f-Q8in(y-«)-C 
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et  a  pour  intégrale 

—  j  ((p  — a)  COS(<p  —  a)  -h  MC0S((p 

M  et  M'  étant  deux  constantes  arbitraires. 
Mais,  comme  OÂ,  O^i  sont  deux  normales  après  comme 

avant  la  déformation,  on  doit  avoir  ^  =  o  pour  ç  =r  o,  9  =  a, 
ce  qui  donne  les  conditions 

(e)  —  ^N,  (sinaH-  acosa)—  9  (cosa  — asina)-hMsina-hM'cosa  =  o, 
(e')  M' =5. 

Soient  la  naissance  du  bras  OA,  extérieure  à  Tangle  2a, 
F  l'effort  de  traction  exercé  par  ce  bras  sur  Tanneau.  Comme 
Tangle  a,0aj=2e  est  toujours  petit,  on  peut  sans  inconvé- 
nient en  négliger  le  carré. 

En  exprimant  que  F  fait  équilibre  aux  deux  forces  —  Q, 
aux  deux  forces  —  N  développées  dans  les  sections  normales 
en  a„  «2,  ainsi  qu'à  la  force  centrifuge  de  la  portion  de  Tan- 
neau  limitée  par  ces  sections,  on  a 

Soient 

r  la  distance  à  Taxe  d'une  section  quelconque  du  bras  ; 
à  la  dilatation  dans  celte  section; 
To  la  valeur  de  r  à  la  naissance. 

Nous  pourrons,  sans'grande  erreur,  faire  abstraction  de  la 
déformation  du  moyeu  ou  anneau  central  par  lequel  le  volant 
est  monté  sur  l'arbre.  En  considérant  l'équilibre  d'une  tranche 
du  bras,  d'épaisseur  dr^  on  établit  facilement  l'équation 

dr  g 


i83 


M'sin(y--a)J, 
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(1*011,  en  désignant  par  K  une  constante^ 

n 

L'allongement  total  du  bras  sera,  à  peu  de  chose  près, 

conime  cet  allongement  est  égal  à  la  valeur  de  poM  pour  0  ~  a, 
on  a  la  relation 

On  déduit  de  là  la  valevr  de  K  qui,  reportée  dans  Texpression 
de  donne 

(/)    E^=ilaM-3H  +  pJ-^p.r„  +  /J)+(M-C)^^^ 
d'où,  pour  rzrr  po,  / 

(/')     E^=IÎ-n^(-2p2-f-^r„-Hr;)  +  (M-C) 


^8     '    -^«-^«'«.--'«^-v-  ^M(Po-0 

F 

Mais  cette  dernière  valeur  n'est  autre  chose  que  celle  de 
on  a  donc 

■  (m-c-%:^M2(Q-^n'£) 

(^)  n 

(  +  ^  ii'[24^sp;  4-  (7'  (2p;  -p,r„  -   )]  j . 

En  éliminant  M,  M'  entre  les  formules  (e),  et  (g*),  on 
arrive  à  la  suivante  : 

N.  L  H-^^esinaJ 

\     +  Q  Sina  \t  +         -        -H  "  la?  ^ 
<  La        Pi'      J     <>J5'  pi<^ 

l     X  [a4<^sfî  -I-  "'(apî  —  p„r,  —  rj)]  sina-i-  C  sina  =  o. 
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L'élimination  de  C  entre  les  équations  (c)  et  (A)  donne 

ivT  r  .  î        a  /  •                    X          (p.  —  r.)  .1 
N,    Sin'a  (sina  -h  a  cosa)  H  «3t  sina 
+  q|-^  (I  -^COSa)      «               %''^^]\  ''"^ 

et  les  équations  (a)  et{ij  permettront  de  déterminer  N,  etQ; 

mais,  comme  -7^  f  i  —      et  —  sont  toujours  de  petites  frac- 

tions,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  l'équation  (1)  à 
la  suivante  : 


(  N,  l^sin'a—  ^(sina  4-  a  cos a ) J -f- Q  j^—  (i  —  cosa) -h  ~  J 


sina 


d'où 


tsma  ---  o, 


U) 


„  (  I  —      )  (  2  —  ~  -+-  24  -,  î  )  a  sin  a  COS  a 

N  =  H  lii^  V       Po/  V  Po   

'      6fi'  a-*      a  . 

o   i — sinacosa  —  sm'a 

2  2 

Q  ^  _  "  I      —  Po.  , 

!  ^   i — Sina  cosa  —  sura 

\  2  2 

par  suite,  en  vertu  de  l'équation  (c), 


ui»  y  Po/  y  p«    ^  / 


a 

 h  -  Sina  cosa  —  sin'a 

2  2 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  fonction  de  a  qui  forme  le  dé- 
nominateur de  ces  trois  expressions  reste  positive  pour  des 
valeurs  de  la  variable  croissant  à  partir  de  zéro. 

On  voit,  d'après  la  formule  (6),  que  le  maximum  de  £ 
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correspond  à 

tang((p-a)  =  ^, 

ou  à  9  =  o  en  vertu  des  valeurs  de  (jf);  ce  maximum  a  pour 
valeur 


,         .       „         (  1— ~  )  (a  — — 24  ^€  )(a  — sina)sma 


 i —  sina  cosa  —  suret 

%  2 


Soit  X  la  composante  élastique  normale  à  la  section  méri- 
dienne au  point  M;  en  donnant  à  ^  la  même  signification  que 
plus  haut,  l'équilibre  de  MÂi  exige  que 


d'où 


=  Ncos(a— <p)  —  Q8in(a  — (j»)  n'pjd  /    sin(i^  —  y) 

^  Jo 


3ftD=  N,cos(7—  a)  -i-  Qsin{y  — a)-i-  ^  a'pjo-, 


expression  dont  le  maximum  correspond  à 

tang((p-a)  =  5. 
ou  à  <p  =:  o,  et  a  pour  valeur 

(m)  ^=-.^ia^^MA  -^-Bay,.. 

^   h  -  sina  cosa  —  sin'a  ° 

2  2 

Si  Ton  appelle  26  l'épaisseur  de  l'anneau  dans  le  sens  du 
rayon,  la  tension  élastique  maximum  développée  sera 

 hEei  ), 

\ 

X  etEf-— -)  ayant  les  valeurs  données  par  les  for- 
mules  (m)  et  {/)  ;  et,  comme  elle  doit  être  au  plus  égale  à  r. 
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il  faut  que  Ton  ait 

^       ^i—        ^2—  ^  -t-  24  ^  8^       acosa  (a  —  silla)J  siua 

6/»  ^                               a*      a   .  .  , 

o   ^-  -  sina  cosa  — sin'a 

Celte  condition  sera  satisfaite  a  fortiori,  si  celle  que  Ton 
obtient  en  supprimant  ~  l'est  elle-même,  ou  si  Ton  a 

-f- 12  ^  €^      a  cosa  •+-  p^e  (a  —  sina)J 
3  \ua'  sina 


tsina  —  2Sin'a 


On  pourra,  sans  inconvénient,  supposer  que,  dans  cette  iné- 
galité, 2a  est  Tangle  formé  par  les  axes  des  deux  bras  consé- 
cutifs. La  même  inégalité  suppose  nécessairement  que  son 
second  membre  soit  positif  ou  que  Ton  ait 

"p.<y/Ç> 

ce  qui  donne  une  limite  de  la  vitesse  de  Tanneau  du  volant 
dont  il  faut  se  tenir  suffisamment  éloigné. 

Occupons-nous  maintenant  des  conditions  de  résistance 
des  bras.  D'après  la  formule  (/),  le  maximum  de  Eô  corres- 
pond à  r  =  To  et  est  égal,  à  peu  de  chose  près,  à 

\    ?J      1  (p.-'-.) 
ou,  en  vertu  de  la  formule  (gj, 

=ILû'p;  ^3^-24  Je) +  ^  (Q  +  N,.). 
N  0 

Comme     et       en  raison  du  facteur  I  dont  sont  affectées 

(ï  (T 

leurs  expressions,  sont  petits  par  rapport  au  premier  terme 


i8S 
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de  celte  valeur,  on  peut  écrire  simplement 


2  I 


a  gin' a 


3  (7'  7} 


 1 —  sinacosa  —  sin'a 

2  2 


d'où 


—  H-  -  sina  cosa  —  sin'a 
2  2 


Nous  avons  négligé  dans  ce  qui  précède  Faction  de  la  pe- 
santeur; pour  plus  de  sécurité,  il  convient  de  calculer  les 
éléments  d'un  volant  de  telle  manière  que  chaque  bras  puisse 
résister  aux  efforts  que  nous  venons  de  calculer,  augmentés 
du  poids  total  du  volant,  tandis  qu'il  n'en  supporte  jamais 
qu'une  partie,  ce  qui  revient  à  retrancher  de  F  l'expression 

11.27:  —po,  ou  a  écrire 


Ainsi  donc,  étant  donnés  la  vitesse  moyenne  d'un  volant  à 
sa  circonférence  et  son  moment  d'inertie  calculé  en  vue  d'ob- 
tenir un  degré  de  régularité  déterminé,  on  devra  donner  à 
l'anneau  et  aux  bras  des  sections,  et  des  formes  à  ces  sections, 
telles  que  les  conditions  (i)  et  (2)  soient  satisfaites. 

2®  Proposons-nous  maintenant  d'étudier  l'influence  que  doit 
avoir,sur  la  résistance  d'un  volant,  une  variation  plus  ou  moins 
rapide  du  mouvement,  en  faisant  abstraction  de  la  force  cen- 
trifuge. 

Nous  nous  occuperons  spécialement  de  la  flexion  des  bras 
supposés  rectilignes,  et  nous  négligerons  l'angle  e,  ce  qui 
est  permis  sans  erreur  sensible,  comme  l'indique  la  suite  des 
calculs;  nous  conserverons  les  notations  précédentes,  aux 
exceptions  suivantes  près  :  au  lieu  de  représenter  l'angle 
aiOa'i  par  2a,  nous  le  désignerons  par  a;  2®  nous  représente- 
rons la  vitesse  angulaire  variable  par  &>,  en  supposant  qu'elle 
ait  lieu  de  la  gauche  vers  la  droite  ;  3**  les  composantes  des 


OL  a 

 h  -  Sinacosa  —  sin'a 

2  2 


a  sin^a 
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actions  élastiques  dans  les  sections  niéridiennes  en  ai  et  a\ 
n'ayant  plus  ici  la  même  valeur,  nous  les  représenterons  par 
les  mêmes  lettres  que  plus  haut,  mais  en  accentuant  celles 
qui  sont  relatives  à  la  seconde  de  ces  naissances. 

En  projetant  sur  les  directions  de  N'  et  Q'  et  prenant  les  mo- 
ments par  rapport  au  point  0,  on  obtient,  pour  les  conditions 
d'équilibre  des  forces  qui  sollicitent  Tare 

N cosa  —  N'—  Q  sina  —  -  o-pj  ^  f  cosf  d(f  —  o, 

Qcosa -+- Q'-^- Nsina  —  5  (xpj '^î^  r  sinyt/tp—  o, 
g  Jo 

N  —  N'  dûja  -7-  =  o. 

g  de 

Si  Ton  pose 

ces  équations  prennent  la  forme 

'  N'  —  N  cosa  —  Q,  sina, 

\  r\f  XT   •  r\  U  doi 

(//)  /  ^  g  ^  de 

g  dt 

d'où 

N{l-COSa)-^  Q,sina=n<rp;a^. 

On  a  pour  l'équalion  relative  à  la  flexion  de  a^d^ 

VP  Po/ 

\  "^^^  ^/  ^F'I 

OU,  en  désignant  parC  une  constante, 

tq\  =  -~NcOS(a-9)-hQ,sin{a-(p)H-C. 

Po  \P  Po/ 

L'angle  «,0a,  restant  égal  à  a,  et  les  tangentes  en  a,  et  a, 
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ayant  la  même  inclinaison  sur  Oa,,  0</f  après  comme  avant 
la  déformation^  on  doit  avoir 

ou 

(r)  N  sina  —  Q,(i  —  cosa)  —  Ca==o. 

En  opérant  comme  plus  haut,  on  tire  de  Téquation  (  q  ) 

—  ^      —  a)  008(7  —a)  H-  M  COS((p  —  a)  -+-  M'8in(<p—  a)J, 

M  et  M'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Nous  ferons  remarquer  maintenant  que  les  éléments  ma- 
tériels de  chaque  bras  n'étant  sollicités  que  par  des  forces 

en        toutes  très-sensiblement  perpendiculaires  à  son  axe 

de  figure,  la  dilatation  de  cet  axe  est  uniforme  et  ne  dépend 
que  de  Q  -I-  Q',  résultante  qui,  d'après  la  nature  même  de  la 
question,  doit  être  très-faible,  ce  que,  d'ailleurs,  nous  pour- 
rons vérifier  ultérieurement;  de  sorte  qu'il  nous  sera  permis 
de  négliger  la  dilatation  dont  il  s'agit,  ou  de  supposer  que 
u=:o  pour  <p  =  a,  9  --  o,  ce  qui  donne  les  conditions 

M=C, 

(s)        —  G(i— C0Sa)-4-^Nasina -H  ^acosa  —  M'sina  =  o. 

D'autre  part,  les  tangentes  en  a\  devant  être  également 
inclinées  sur  O^i,  Oa\,  la  dérivée  ^  doit  avoir  la  même  va- 
leur  pour  <p  =  a,  9     o,  ce  qui  s'exprime  par 

\  —  (sma -hacosa) 

P  0 

I  2      —  COSa-+-asina)  —  Csina-i-M'(i  —  COSa)  =  o. 

L'élimination  de  M'  entre  les  équations  {s)  et  (/)  conduit  à 
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la  suivante  : 

/V  N  .         Q,  ,  .      aCfi—  cosa) 

iu)  —  sma  —     (i  —  cosa)  :  î  =  o. 

a  2  ^  '        a  -h  sina 

II  résulte  de  la  comparaison  des  formules  (r)  et  (m)  que  C 
est  nul  et  que  l'on  a  tout  simplement 

(i^)  Nsina—  Qj(i  — cosa)  ==  o 

De  cette  équation  et  de  la  formule  [p)on  lire 

N  =  —  o'Pn  a  -7-, 


et  enfln 


^     n  oL  db\ 

Q.=  -ap;atang-^ 


Q  =  ^-P;(itangî-i), 
M/    3  n    ,  cfe) 

1  g  dt 

«■=5,ri.*(,-..„gî)=.-0. 

Ainsi  donc  Tefifort  Q  -h  Q',  qui  agit  longitudinalement  sur 
chaque  bras,  est  nul,  ou  plutôt  de  Tordre  des  quantités  que 
nous  avons  négligées,  comme  nous  Tavons  admis  a  priori. 

Soient  maintenant 

r  le  moment  de  la  section  du  bras  par  rapport  à  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  figure  passant  par  son  centre  de  gra- 
vité; 

p  le  rayon  de  courbure  du  point  de  la  (ibre  moyenne  défor- 
mée situé  à  la  distance  rde  Taxe  de  rotation; 
2^'  l'épaisseur  du  bras. 

On  a 

^  =  (N-N')(p.-r); 
E 

d*où  pour  le  maximum  de  — 

N-N'  , 
— ïT—  (po-~  ^0); 


ig^      QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  II.  —  DES  VOLANTS. 

la  tension  ou  compression  élastique  maximum  développée 
est,  par  suite, 

et  doit  être  au  plus  égale  à  F;  on  satisfera  a  fortiori  à  celte 
condition  si  Ton  satisfait  à  la  suivante  : 

I  >  n  ^Pî  ^  ^ 

e'  =  g     r  dt' 

En  désignant  par  P  le  poids  de  Tanneau,  par  n  le  nombre 
des  bras,  et  remarquant  que  Ton  a  à  peu  de  chose  près 

a  =  —  ?  Tinégalité  ci-dessus  peut  se  mettre  sous  la  forme 

suivante  : 

e'  =  TïgV  dt  ' 

qui  est  d'une  application  plus  facile. 
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DES  RÉGULATEURS. 


7&.  Il  arrive  dans  la  plupart  des  machines  que,  par  suite 
d'exigences  particulières,  le  travail  utile  doit  rester  pendant 
un  temps,  plus  ou  moins  long,  tantôt  au-dessous,  tantôt  au- 
dessus  de  la  valeur  pour  laquelle  la  machine  a  été  établie  : 
c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  si,  la  machine  ayant  pour  ob- 
jet de  faire  fonctionner  à  la  fois  plusieurs  outils,  on  vient  à 
en  diminuer  ou  à  en  augmenter  le  nombre. 

Pour  éviter  les  effets  nuisibles  d'une  trop  grande  augmen- 
tation ou  diminution  de  vitesse,  il  faut  réduire  ou  augmenter 
le  travail  utile  et,  par  suite,  l'énergie  de  la  force  motrice. 
Cette  variation  d'intensité,  pour  les  moteurs  inanimés,  se 
produit  à  la  main,  ou  automatiquement,  à  l'aide  d'un  méca- 
nisme appelé  régulateur,  qui  agit  sur  le  distributeur  de  la 
force  motrice,  la  vanne  d'une  chute  d'eau,  ou  le  robinet  ou 
la  valve  d'une  conduite  de  vapeur,  par  exemple,  lorsqu'on 
emploie  pour  force  motrice  le  poids  de  Teau  ou  la  pression 
de  la  vapeur.  Pour  simpliQer  le  langage,  nous  supposerons 
dans  ce  qui  suit  qu'il  s'agit  d'une  vanne. 

Comme  on  le  voit,  le  volant  et  le  régulateur  remplissent 
deux  fonctions  distinctes  :  le  volant  a  pour  objet  de  restreindre 
entre  certaines  limites  les  écarts  de  vitesse  dus  à  la  présence 
d'organes  oscillants  dans  la  machine,  lorsque  lejtravail  est  ré- 
gulier, tandis  que  le  régulateur  a  pour  but  de  limiter  les 
écarts  de  la  vitesse  moyenne  quand  le  travail  à  effectuer  est 
soumis  à  des  irrégularités. 

Dans  ce  qui  suit  nous  ne  nous  occuperons  que  des  régula- 
teurs le  plus  en  usage. 

lU.  i3 
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75.  Régulateur  à  boules  ou  à  force  centrifuge,  —  Ce  régu- 
lateur, qui  est  le  plus  généralement  employé,  se  compose 
(  fig,  112)  de  deux  boules  A,  A'  de  même  poids,  fixées  aux 

Fîg.  112.  Fig.  II 3. 


extrémités  de  deux  tiges  égales  AB,  A'B,  qui  sont  articu- 
lées à  charnières  à  l'extrémité  supérieure  B  d'un  arbre  ver- 
tical BX,  dont  le  mouvement  de  rotation  est  transmis  par 
Tarbre  ou  Tun  des  arbres  de  la  machine  au  moyen  d'engre- 
nages ou  de  courroies.  Deux  tiges  ou  bielles  égales  CD,  CD' 
sont  articulées  en  C  et  C  à  AB,  A'  B  à  égale  distance  du  som- 
niet  B,  et  à  une  douille  DD',  qui  peut  glisser  le  long  de 
Tarbre  BX.  La  douille,  en  s'élevant  ou  s'abaissant  par  Teffei 
de  la  force  centrifuge  qui  s'exerce  sur  les  boules,  et  d'une 
manière  secondaire  sur  les  tiges,  agit  sur  la  vanne  de  la  force 
motrice  par  l'intermédiaire  d'un  système  de  tringles  relié  à  la 
douille  par  qne  articulation,  et  dont  la  disposition  varie  avec 
les  circonstances. 

Quelques  constructeurs  remplacent  les  boules  par  des  len- 
tilles dont  les  arêtes  sont  comprises  dans  des  plans  passant 
par  les  axes  de  figure  des  tiges  AB,  A'B,  et  perpendiculaires 
à  celui  dans  lequel  sont  compris  ces  axes  et  celui  de  l'arbre. 
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Celle  disposiiiona  pour  objel  de  réduire  la  résislance  de  l'air; 
mais,  comme  un  régulaieur  marche  loujours  lenlemenl, 
ravanlage  des  leniilles  sur  les  sphères  esl  pour  ainsi  dire 
illusoire. 

Supposons  les  qualre  liges  réduites  à  leurs  axes  de  figure, 
et  les  sphères  ei  la  douille  à  leurs  cenires  Â,  À'  el  D. 

Soienl  (Jig,  ii3) 
AB::=A'B=a,  i 

BC  =:  BC  ==  6,  V  des  longueurs  données; 

CD:^C'D::=C  ) 

I  Tinlerseclion  de  AA'  avec  BX; 
P  le  poids  des  boules  ; 

p  Teffori  que  doil  vaincre  la  douille,  lanlôl  dans  un  sens,  tan- 
tôt dans  Tautre,  pour  faire  varier  la  position  de  la  vanne; 

w  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre; 

a  l'angle  formé  par  AB  ou  A'B  avec  la  verticale  BX, 
On  a 

AI  =  flsina,   BI  =  ôcosa, 
et  le  triangle  BCD  do  n 

BD  =  ô  cosa  H-  v/c^  —  6'sitl'a, 

d'où 

d.m  =  —  b  sina  doL   

Comme  la  masse  des  tiges  est  toujours  relativement  faible 
par  rapport  à  celle  des  boules,  nous  en  ferons  abstraction.  Les 
forces  centrifuges  des  éléments  matériels  de  chaque  boule 
supposée  homogène  ont  une  résultante  passant  par  le  centre 
de  gravité  de  la  boule  et  qui  n'est  autre  chose  que  la  force 
centrifuge  de  ce  centre  où  toute  la  masse  était  concentrée; 
cette  résultante  a  pour  expression 

P  P 

-  fv'.  AI  =  -  (i^'flsina. 

En  exprimant  que,  pour  le  déplacement  angulaire  rfa,  la 
somme  aes  travaux  virtuels  du  poids  et  de  la  force  centrifuge 
des  boules  et  de  p  est  nulle,  on  a 

p 

(i  )  a  p  —  a  sin  a  c/.  AI  4-  2  -  c/.  BI  rt  /?  c/.  BD  =  o, 

h  S 

i3. 
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d'où 

le  signe  —  et  le  signe  -f-  se  rapportant  respectivement  à  la 
tendance  à  la  levée  et  à  l'abaissement  de  la  vanne. 

Soit  Wo  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  qui  correspond  à  la 
vitesse  de  régime  de  la  machine  et  à  la  valeur  «o  de  a  pour 
(v=(Vo,  il  ne  doit  y  avoir  aucune  tendance  au  déplacement  de 
la  vanne  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  ou  encore  aucun  effort 
ne  doit  s'exercer  sur  la  douille;  de  sorte  que  la  formule  (2) 
donne,  en  y  supposant  w;  =  (Vo,  a  =  a©  et  p  =  o, 


(3)  wlcosx^  = 


a 


Les  vitesses  angulaires  maximum  et  minimum  du  ré- 
gulateur correspondant  à  la  tendance  au  déplacement  de  la 
vanne  ont  respectivement  pour  valeurs 


(4 


2  \^  y/c'-^b'sm'aj 


P  , 


P  , 


pb 


Le  rapport        étant  toujours  une  petite  fraction,  on  peut, 

sans  inconvénient,  en  négliger  les  puissances  supérieures  à 
la  troisième,  et  écrire,  en  ayant  égard  à  la  relation  (3), 

et  l'on  voit  que  l'on  a,  à  la  deuxième  puissance  près  de  ~« 
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(Va  —  (Vo=  iVo  —      c'est-à-dire  que  la  douille  et  la  vanne  se- 
ront sur  le  point  de  se  déplacer  pour  des  écarts  de  vitesse 
sensiblement  égaux  de  part  et  d'autre  de  la  vitesse  de  régime. 
La  sensibilité  du  régulateur  se  mesure  par  Yécart  propor^ 

iionnel  ^  ^'  que  l'on  se  donne  a  priori^  et  qui  doit  être 
d'autant  plus  petit  que  l'on  veut  obtenir  une  plus  grande  ré- 
gularité dans  le  mouvement.  Désignant  ce  rapport  par  ^»  nous 

aurons,  à  la  troisième  puissance  près  de 

formule  qui  fait  connaître  le  poids  qu'il  faut  donner  aux  boules 
pour  obtenir  le  degré  voulu  de  sensibilité. 

Il  est  facile  de  voir  qu'aux  termes  du  second  ordre  près  on 
peut  écrire 

(7)  «''='"«('+^;i)'     =  5^)' 

76.  Conditions  relatives  aux  limites  que  Von  assigne  à  la  vi- 
tesse delà  machine,  —  Supposons  maintenant  que>  par  suite 
d'une  réduction  du  travail  utile,  w  dépasse  (v.,  la  vanne  s'abais- 
sera en  même  temps  que  w  croîtra;  toutefois  w  ne  dépassera 
pas  une  certaine  limite  w"  correspondant  à  la  fermeture  com- 
plète de  la  vanne,  et  qui  sera  une  conséquence  du  mode  de 
liaison  entre  la  vanne  et  la  douille;  mais,  à  l'inverse,  on  peut 
se  proposer  d'établir  ce  système  de  liaison  de  manière  que  w" 
soit  donné  a  priori  y  et  que  l'on  ait  à  remplir  une  condition 
semblable  en  se  donnant  la  vitesse  angulaire  cv'  correspondant 
à  l'ouverture  complète  de  la  vanne. 

Soient  €x!\  od  les  valeurs  inconnues  de  l'angle  ABD  correspon- 
dant aux  vitesses  angulaires  cv',  et  supposons  que  la  résis- 
tance opposée  au  déplacement  de  la  douille  reste  constante  et 
égale  à     pour  toutes  les  valeurs  de  cet  angle  comprises  entre 


d'où 

(6) 
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a"  et  cl\  Considérons  le  cas  le  plus  usuel  où  BCDC  est  un 

losange,  et  négligeons  le  carré  de  -  ;  nous  aurons,  en  nous 

n 

reportant  à  Féquation  (2), 

I        COSa"  =  w\  cosa^,  =  w\  cosa^,  ^1-+-  1^ , 

(8)  et  de  même 

f  w*^  COSa'  =  w\  COSa,     ~^  ^)  ' 

Or  la  position  de  la  vanne  doit  être  donnée  pour  la  valeur  a  de 
l'angle  ÂBD;  on  devra  donc  établir  la  liaison  entre  la  douille 
et  la  vanne  de  telle  manière  que,  lors  de  Touverlure  el  de  la 
fermeture  complète  de  la  vanne,  Tangle  a  soit  égal  aux  va- 
leurs de  a" y  ad  données  par  les  équations  (8). 
Dans  le  cas  actuel,  la  formule  (6)  devient 

(6')  P^''^^ 


a 


et  le  poids  des  boules  est  ainsi  indépendant  de  Tangle  a«. 

Soient  Ao  =  2acosao,  h"  =  7.acos<x!\  h'=iacosoi  les  va- 
leurs de  AD  correspondant  aux  vitesses  angulaires  cv^,  w'. 

Les  équations  (8)  prennent  la  forme  simple 

qui*  se  prête  facilement  aux  applications  (*). 


(*)  Disposition  de  Foucault.  —  Foucault  a  eu  Tidée  de  chercher  Teffet  que 
produiraient  les  boules  placées  sur  les  prolongements  des  bielles  CD,  CD, 

Fig.  ii4. 


lorsque  BADC  est  un  losange  (fig.  ii4);  A,  A'  seraient,  dans  ce  cas,  assujettis 
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Pour  éviter  que  les  boules  oscillent  dans  le  mouvement 

régulier  de  la  machine,  il  faut  donnera  -  une  valeur  su- 

n 

périeure  à  l'écart  relatif  des  vitesses  maximum  et  minimum, 
qui  sert  de  base  à  rétablissement  du  volant  ('). 

Soit  A  la  valeur  de  AD  correspondant  à  la  vitesse  angu- 
laire w;  on  a,  selon  que  cette  vitesse  est  supérieure  ou  infé- 
rieure à  (*'o, 

Si  û),  wj,  ûj,  sont  les  vitesses  de  l'arbre  qui  correspondent 
aux  vitesses  w,  (v,,  (v,  auxquelles  elles  sont  proportionnelles, 
on  peut  écrire 

(9)  /-g/'.,  /'=S/'.. 

Soit  Ç,  pour  la  vitesse  l'augmentation  relative  éprouvée 
par  le  débouché  de  la  vanne  correspondant  aux  vitesses  an- 
gulaires m  et  (V,;  Ç  sera  proportionnel  à  A  —  /h;  nous  pourrons 


à  se  trouver  sur  uo  ellipsoïde  substitué  à  la  sphère  du  régulateur  ordinaire. 
Posant  AD  =  A'D  =  a  et  conservant  les  notations  du  texte,  il  est  facile  de  re- 
connaitre  que  les  formules  (4)  s'appliquent  au  cas  actuel,  en  remplaçant  Pa 
par  P{2b  —  a)f  après  y  avoir  supposé  b  =  c.  Cette  disposition  est  loin  d'offrir 
quoi  que  ce  soit  d'avantageux. 

(*)  Le  mouvement  oscillatoire  des  boules  résultant  d'une  variation  de  la 
vitesse  angulaire  est  un  mouvement  relatif  par  rapport  au  plan  mobile  AOA'  ; 
les  forces  centrifuges  composées  pour  chaque  boule  ayant  une  résultante  per- 
pendiculaire à  ce  plan,  on  n'a  qu'à  introduire  dans  l'équation  (1)  le  terme 

—  ^^"^  I  étant  le  moment  d'inertie  de  la  boule  par  rapport  à  1  axe  pro- 
jeté en  B.  Au  lieu  de  l'équation  (3),  on  a  la  suivante  : 


I  -TT  —  —  w  «  Sin  a  cos  a  - 


«     .  ,  .      /  *  cos  a  \ 

•  P  a  sin  a     PÔ  sm  a  |  IH — ,  1  • 

^  \  V^c«-**sin««/ 


On  devra  faire  l'intégration  pour  chaque  demi-oscillation  ascendante  et  descen- 
dante, correspondant  respectivement  au  signe  supérieur  et  au  signe  inférieur 
du  dernier  terme  du  second  membre  ;  les  constantes  introduites  se  détermineront 

par  la  double  condition  que  a  et  ^  ont  des  valeurs  connues  au  commence- 
ment de  chaque  demi-oscillation. 
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écrire  en  vertu  de  la  formule  (9),  selon  les  cas, 

5=*(.'-.i)   o„  t=',(i.-i). 
ff  et  ki  étant  deux  coefficients  connus. 

77.  Jutre  disposition.^  Dans  certaines  circonstances,  moti- 
vées par  des  difficultés  d'emplacement,  on  est  obligé  de  placer 
la  douille  au-dessus  de  l'articulation  D  ;  on  emploie  alors  la  dis- 
position représentée  par  la  Jig.  1 15,  dans  laquelle  les  tiges  de 


Fig.  ii5. 


même  longueur  BC,  BC  sont  également  inclinées  sur  les  tiges 
AB,  A'B,  d'une  manière  invariable,  avec  lesquelles  elles  sont 
respectivement  reliées.  Les  bielles  CD,  CD  déterminent  un 
losange  BCDC.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  la  recherche 
(qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté)  de  l'écart  pro- 
portionnel dans  l'expression  duquel  doit  entrer  nécessaire- 
ment l'angle  CBA. 

78.  Des  régulateurs  isochrones.  —  Dans  le  régulateur  à 
boules  il  y  a,  pour  chaque  valeur  de  a,  une  vitesse  de  ré- 
gime déterminée  w;  de  sorte  qu'il  ne  peut  remplir  l'objet 
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qu'on  se  propose  que  par  approximation,  à  la  condition  que 
Tangle  a  varie  peu  en  passant  de  Touverture  complète  à  la 
fermeture  de  la  vanne. 

On  comprend  ainsi  l'avantage,  au  moins  au  point  de  vue 
théorique,  que  doit  présenter  un  régulateur  disposé  de  manière 
que  la  vitesse  angulaire  de  régime  soit  indépendante  de 
Tangle  a.  Les  dispositifs  de  cette  nature  qui  ont  été  imaginés 
par  divers  ingénieurs  et  constructeurs  ont  reçu  le  nom  de 
régulateurs  isochrones. 

Nous  allons  passer  en  revue  les  principaux  types  de  ce 
genre  de  régulateurs. 

79.  Régulateurs  paraboliques.  —  Concevons  un  dispositif 
tel  que  le  centre  de  chaque  boule  soit  assujetti  à  rester  sur 
une  courbe  fixe,  déterminée  de  manière  que  le  poids  et  la 
force  centrifuge  de  la  boule  se  fassent  constamment  équilibre 
pour  la  vitesse  w^,  quel  que  soit  l'écart  a;  on  obtiendra  un 
régulateur  isochrone.  En  effèt,  par  suite  d'une  diminution  de 
la  résistance  utile,  w  croîtra  à  partir  de  et  en  même  temps  a 
à  partir  de  a^;  mais  bientôt,  par  la  fermeture  graduelle  de  la 
vanne,  w  et  par  suite  oc  atteindront  chacun  un  maximum  ;  w,  a, 
décroîtront,  atteindront  respectivement  un  minimum,  et  ainsi 
de  suite;  mais,  sous  l'influence  du  frottement  ('),  les  oscil- 
lations de  chaque  boule  sur  sa  courbe  s'éteindront  rapide- 
ment, et,  lorsqu'elle  sera  arrivée  à  l'état  stationnaire,  la  vitesse 
du  régulateur  sera  redevenue  Wo- 

Soient  x  l'abscisse  verticale  d'un  point  de  la  courbe  que  doit 
décrire  le  centre  A,  mesurée  à  partir  d'un  point  déterminé  de 
l'axe  de  l'arbre;  y  l'ordonnée  horizontale  correspondanie  :  le 
principe  du  travail  virtuel  donne 
p 

d'où,  en  appelant  C  une  constante. 


(*)  Foir  la  Note,  placée  à  la  fin  de  ce  Chapitre,  relative  à  Tinfluence  que 
peut  avoir  le  frottement  sur  les  mouvements  oscillatoires. 
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équation  d'une  parabole,  comme  on  devait  s'y  attendre 

(deuxième  Partie,  n**207),  dont  le  paramètre  est  ^  el  C  Tab- 

scisse  du  sommet  dont  on  fixera  la  position  comme  on  l'en- 
tendra. 

C'est  sur  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer  que  sont 
basées  les  deux  dispositions  suivantes  : 

I**  Régulateur  de  Franke.  —  C'est  le  premier  régulateur  pa- 
rabolique qui  ait  été  construit  :  il  se  compose  de  deux  guides 
curvilignes  (fig.  1 16)  MN,  M'N',  symétriques  par  rapport  à  Taxe 


Fig.  ii6. 


de  l'arbre,  correspondant  respectivement  à  deux  couples  de 
galets C,  C  qui  terminent  les  tiges  des  boules  A,  A';  les  axes 
des  galets  sont  engagés  dans  deux  fenêtres  courbes  pratiquées 
dans  les  extrémités  de  deux  tiges  CE,  C'£'  qui  vont  en  B  s'ar- 
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liculer  à  l'arbre.  Deux  tringles  /,  sont  arliculées  à  ces  deux 
tiges  et  supportent,  également  par  articulation,  la  douille  D. 
On  voit  que  chacun  des  guides  doit  affecter  la  forme  d'une 
parallèle  à  la  parabole  que  doivent  décrire  les  centres  des 
boules,  tracées  à  une  distance  de  cette  courbe  égale  à  celle 
de  ces  centres  aux  circonférences  de  gorge  des  galets. 

Cette  disposition  n'a  pas  eu  de  succès  pratique,  en  raison 
de  sa  complication  et  des  frottements  des  galets  sur  les 
guides  et  sur  leurs  axes,  qui  diminuent  notablement  la  sensi- 
bilité du  régulateur. 

2«  Régulateur  à  bras  croisés.  —  M.  Farcot  a  eu  l'idée  de  rem- 
placer la 'parabole  par  son  cercle  osculateur  dans  la  position 
moyenne  que  doit  occuper  le  centre  de  chaque  boule,  ce  qui 
lui  a  permis  d'établir  un  régulateur  à  très-peu  près  isochrone, 
d'une  construction  très-simple. 

Soient  (/g-.  117  et  118) 

Fig.  117.  Fig.  118. 


1 

Ao  la  position  moyenne  du  centre  de  la  boule  A; 
S  le  sommet  de  la  parabole  ; 

F  son  foyer  déterminé  par  SF  —  — 7-, 
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A«B  la  normale  en  A«  limitée  à  Taxe  de  la  courbe  ; 

H  l'intersection  de  la  direction  du  rayon  vecteur  A«F  avec  la 
perpendiculaire  en  B  en  A«B  ; 

K  celle  de  la  perpendiculaire  en  H  à  A,H  avec  le  prolonge- 
ment de  la  normale  qui  est  le  centre  de  courbure  de  la  para- 
bole en  Ao(0; 

K'  le  centre  de  courbure  de  la  même  courbe  correspondant  à 
la  position  moyenne  A'o  du  centre  de  la  boule  A',  qui  est  le 
symétrique  de  K  par  rapport  à  BS. 

Portons,  à  partir  des  points  K  et  sur  KA,  K'A,  deux  lon- 
gueurs égales  ECy  WC,  puis  joignons  C,  C  à  un  point  D  de 
Taxe. 

On  obtiendra  un  régulateur  sensiblement  isochrone,  en  sup- 
posant que  KAo,  K'A'^  représentent  deux  tiges  articulées  en  K 
et  K'  à  une  pièce  KK'  faisant  corps  avec  Tarbre,  que  la 
douille  D  soit  reliée,  par  articulations,  à  ces  tiges  par  les  trin- 
gles CD,  CD. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  conditions 
relatives  à  la  sensibilité  du  régulateur,  en  plaçant  l'origine 
des  coordonnées  au  milieu  I  de  KK'. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  comme  cela  a  lieu  d'ail- 
leurs en  général,  que  les  tiges  CD  et  KC  aient  une  même  lon- 
gueur 6,  et  conservons  aux  lettres  P  et  p  la  même  signification 
qu'au  n°  75;  nous  aurons,  pour  l'équation  du  travail  virtuel, 

w  étant  Tune  ou  l'autre  des  vitesses  angulaires  de  l'arbre  pour 
lesquelles  la  vanne  est  sur  le  point  de  se  déplacer.  Posons 
=  iVo(i  -f-  e),  nous  aurons,  en  négligeant  le  carré  de  e, 

(lo)  -iK^lzydy^ûztdAD. 

S  4 

Soit  a  l'angle  formé  par  la  normale  AoK.avecIS;  de  l'équa- 
tion 


(*)  Voir  mon  Traité  de  Cinématique  pure  y      57,  p.  57. 


DBS  RÉGULATEURS.  2o5 

on  lire 

(II)  tanga  =  -  — =  -^j, 

d'où 

Mais  on  a 

ID  =  2Ôcosa,  d'où  c/.ID  =— 2Ôsinaûfa=r  —  2^ --Î1  cos^asina^//, 
el  l'équation  (lo)  donne  par  suite 

ph  cos^asina 


doL  =  — 5-  cos'ac(r. 
8  ^ 


e  =  : 


ou,  en  remplaçant  y  par  sa  valeur,  en  fonction  de  a,  tirée  de 
l'équation  (il), 

2?  ^ 

nous  aurons  donc 

/  P  3  \ 


^.=  «^0(^1- jp-^cos^sj- 


Supposons  que*récart  proportionnel  -  soit  donné  pour  la 

iz 

valeur  moyenne      de  a;  de  la  condition  -  —  — — —  on 

n  Wo 

déduit  la  relation 

P  =  pn—^  COS^a^. 
S 

L'écart  proportionnel,  pour  une  valeur  quelconque  de  a, 
a  par  suite  pour  expression 

I  COS^a 


mais,  comme  l'angle  a  —  «o  est  toujours  pelil,  on  peut  en  né- 
gliger le  carré,  et  cet  écart  prend  la  forme 


— 3tanga.(a-aJl, 


ce  qui  met  bien  en  évidence  la  manière  dont  il  varie  avec  a. 
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80.  Régulateur  isochrone  à  contre- poids  de  Meyer  ('  ).  — 
Reportons-nous  à  la  théorie  du  régulateur  à  boules  (75),  en 
conservant  les  mêmes  notations.  Dans  le  régulateur  dont  nous 
nous  occupons  actuellement,  la* douille  fait  corps  avec  un 
manchon  enveloppant  l'arbre,  et  qui  se  termine  inférieure- 
ment  par  un  galet  E  (^g*.  119)  s'appuyant  sur  Tune  des  bran- 
ches EF  d'un  levier  coudé  EFG,  mobile  autour  de  Taxe  F,  à 


Fig.  119. 
B 


l'extrémité  duquel  se  trouve  adapté  un  contre-poids  Q.  En  rai- 
son de  son  faible  diamètre,  nous  pourrons,  sans  erreur  sen- 
sible, supposer  que  le  galet  £  se  réduit  à  son  axe. 


(*)  On  doit  à  M.  Charbonnier  {Bulletin  de  la  Société  industrielle  de  Mtd- 
house,  1842)  l'idée  première  de  rendre  constante  la  vitesse  de  régime  d'une 
machine  dans  laquelle  le  travail  utile  est  sujet  à  des  variations;  il  proposait, 
pour  arriver  au  but,  l'emploi  de  contre-poids  sans  en  définir  le  système.  M.  Meyer, 
de  Mulhouse,  séduit  par  l'argumentation  de  M.  Meyer,  à  laquelle  il  avait 
d'abord  été  rebelle,  résolut  pratiquement  le  problème,  dont,  dans  plusieurs 
cas  particuliers,  les  éléments  numériques  furent  déterminés  par  M.  Charbon- 
nier. Les  résultats  de  l'observation  vinrent  ultérieurement  justifier  les  calculs 
de  ce  modeste  savant. 

Nous  aurions  dû  logiquement,  au  point  de  vue  historique,  commencer  à 
exposer  la  théorie  des  régulateurs  à  contre-poids;  mais  nous  avons  pensé  qu'en 
nous  occupant  d'abord  des  régulateurs  paraboliques  nous  ferions  comprendre 
plus  facilement  ce  que  l'on  entend  maintenant  par  régulateur  isochrone  (d'après 
Foucault). 
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Soient 

E',  G'  les  projections  des  points  E,  G  sur  l'horizontale  du 

point  F  ; 
m  l'angle  constant  GFE; 

k  ex  l  les  longueurs  des  bras  de  levier  EF  et  GF; 
q  le  poids  du  manchon; 
9  l'angle  EFE'. 

La  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  le  régulateur 
soit  isochrone  est  que  la  vitesse  de  régime  soit  indépendante 
de  l'angle  a,  sans  faire  intervenir  la  résistance  au  déplacement 
de  la  douille. 

Le  principedu  travail  virtuel ,  dans  l'hypothèse  de  BC==CD=:i^, 
donne 

(12)  —  «^tv'sinacosa  —  nPasina  —  iqb  sina  —  Q  =  o. 

Or  on  a 

EE'  =  BE'-  BE  =  BE' -  DE  -  BD  =  ^  —  cosa, 

en  posant  h  =  BE'  —  DE,  qui  est  une  constante  dont  on  pourra 
disposer  ultérieurement. 
D'autre  part  EE'  =  A*  langcp  ;  nous  avons  donc  la  relation 

(13)  A- tangf  =  ^  —  2^  cosa, 
d'où 

2^ 

(i3')  = -^sinacos^çûfa. 

Si  l'on  remarque  que 

GG'=  /sin(/n  «p), 

on  a 

7.1b 

d,G(j'=  lcos(m  -h  (f)d<f  =  -j-  sinaco8(^  -f-  m)  C08*<p  dx, 
et  l'équation  (12)  devient 

P  Ib 

(14)  -flV^COSa  — Pfl  — ^6— -Q      COS^y  COS((p  4-  m)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'on  dispose  de  h  ou  de  la  valeur 
moyenne  a«  de  a  en  vue  d'annuler  l'angle  9  pour  «  =  «o.  Nous 
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pourrons  prendre  k  suffisamment  grand  pour  que,  lors  des  plus 
grandes  valeurs  de  (a  —  ao)',  Tangle  <p  reste  assez  pelll  pour 
que  Ton  puisse  poser  sinç  =  langcp,  coscp  =  i.  L'équation  (i4) 
devient  alors 

(i5)  -a^tv^cosa  —  Pa  —       —  Q-j  ^cos/w  j  sm/wj=  o. 

Cette  équation  sera  satisfaite,  quel  que  soit  oc,  en  posant 

  =   -rr—  Sin/W, 

g 

V a  -h  qb     Q     (  cos/w —  ^  sin/n  j) 

et  Ton  pourra  donner  à  Q,  g,  m  des  valeurs  telles  que  ces 
équations  soient  satisfaites  pour  une  valeur  déterminée  de  w; 
le  problème  de  Tisochronisme  se  trouvera  ainsi  résolu,  du 
moins  par  approximation. 

81.  Régulateur  isochrone  de  M,  Tchébichef,  —  En  nous  re- 
portant au  régulateur  à  boules  (  75),  supposons  que  la  douille  D 
(fig.  i2o)  soit  au-dessus  du  point  fixe  B,  et  que  BC,  au  lieu  de 

Fig.  120. 


se  trouver  sur  le  prolongement  de  AB,  fasse  avec  sa  direction 

un  angle  ABC^=/w.  Admettons  que  la  douille  D  ait  un  poids  Q 
comparable  à  celui  des  boules.  Rappelons-nous  ces  notations 
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AB  =  a,  BC  =  by  CD  =  C,  a  éuni  l'angle  que  forme  ABJ  avec 
la  verticale  BD. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'équation  du  travail  virtuel  s'ob- 
tiendra (en  faisant  abstraction,  bien  entendu ,  comme  plus 
haut,  de  la  résistance  au  déplacement  de  la  douille)  en  rem- 
plaçant, dans  le  troisième  terme  de  Téquation  (2)  du  n®  75, 
z^p  par  — Q,  et  a  par  180**  — (a -1- m),  ce  qui  donne 

-Sina-h|  I  ^  '        1 8in(/yi-t-g) 


[COS(/?i-+-^a)  "I 
"  /c» 
-8in'(m-Ha) J 


Va', 
jz  -Tsm2a 
Q 

Si  nous  posons 


nous  pourrons  écrire 


cos/w- 


Asina-4-  1  1-4-       ^y^^"^-r-^  —  ■  gijj^^^Qjj 

/jgx   L  v/^^~cosM/yg-^a)J  

^    '    w'i  Bsin2a 

Soit,  comme  plus  haut,  a»  la  valeur  de  a  qui  correspond  à  la 
vitesse  de  régime  <Vo. 

La  condition  imposée  par  Tisochronisme  exigerait  que  Ton 
eût  Y  — 1=0,  quel  que  soil  a,  ou  a  —  a.  =  ôa;  mais  cette 
condition,  dans  le  cas  actuel,  ne  peut  être  remplie  que  par 
approximation,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  quatre 
premières  puissances  de  ôa  dans  le  développement  de  Y —  i, 
en  vue  de  donner  des  valeurs  convenables  aux  constantes  in- 
déterminées A,  B,  5,  ao.  M.  Tchébichef  a  trouvé  ainsi 

,    ^  (  A=  0,84713,  B=o,656i6, 

(iQ)-  \ 

(  S  =  1,31271,    m  =  CL^  =  ii9°io'. 

On  peut  disposer  de  my  dans  certaines  limites,  en  calculant 
en  conséquence  la  transmission  qui  relie  l'arbre  de  la  machine  à 
celui  du  régulateur.  Les  deux  premières  des  formules  (17)  don- 

p 

neront  ainsi  deux  relations  entre  les  indéterminées  —  et  aw^: 
m.  .  14 


2IO 
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M.  Tchébichef  a  vérifié,  dans  plusieurs  cas  particaliers,  set 
formules  et  a  pu  constater  que  son  système  conduisait  à  l'iso 
chronisme  avec  une  approximation  inattendue. 


82.  Régulateur  isochrone  à  ressort  de  Foucault.  —  Fou- 
cault a  cherché  à  obtenir  l'isochronisme  de  la  manière  sui- 
vante :  le  losange  (Jig.  121)  articulé  BCDC  est  relié  à  Tarbrc 


par  son  sommet  inférieur  B.  Au  sommet  opposé  se  trouve  la 
douille  D;  les  côtés  CD,  CD'  sont  prolongés  en  CA,  C'A'  de 
longueurs  égales  à  la  leur,  de  manière  que  les  centres  des 
boules  A,  A'  restent  constamment  dans  le  plan  horizontal  du 
point  B.  De  part  et  d'autre  de  l'arbre,  les  boules  sont  reliées 
par  un  ressort  à  boudin,  aboutissant  aux  extrémités  des  dia- 
mètres perpendiculaires  au  plan  CDC,  et  les  deux  ressorts 
sont  complètement  identiques. 

Soit  a'  la  valeur  de  a  correspondant  à  l'état  naturel  du  res- 
sort; la  résistance  opposée  aux  boules  par  le  ressort,  étant 
proportionnelle  à  son  allongement  (deuxième  Partie,  n**  189), 
peut  être  représentée  par  A* (sina  —  sina'),  lorsque  l'écarte- 
ment  CBD  est  devenu  a,  k  étant  une  constante.  L'équation  du 
travail  virtuel  donne 


Fig.  lai. 


J) 


sinacosa</a—  2^(sina  —  sina')  COSa      =  o 


ou 


sina 
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Si  «'  =  o,  celle  équalion  sera  saiisfaile  en  posanl 

formule  qui  permeilra  de  calculer  le  poids  des  boules  pour 
une  vilesse  déterminée  w,  connaissant  k. 

Mais,  comme  on  esl  obligé  de  donner  une  certaine  valeur  à 
l'angle  a',  la  condition  de  l'isochronisme  ne  peut  être  satis- 
faite que  par  approximation.  * 

83.  Régulateurs  à  boules  conjuguées,  —  Ces  régulateurs, 
qui  sont  dus  à  M.  £.  Rolland,  sont  formés  de  deux  systèmes 
identiques  de  tringles  articulées,  à  liaisons  complètes,  situés 
symétriquement  par  rapport  à  Taxe  de  Tarbre  dans  un  même 
plan  méridien.  Des  masses  sont  calculées  et  disposées  sur  cer 
taines  tringles,  de  telle  façon  que  Ton  puisse  annuler  les 
termes  variables  qui  entrent  dans  l'expression  de  la  vitesse  de 
régime. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  étudier  la  combinaison  la  plus 
simple  à  laquelle  M.  Rolland  est  arrivé  : 
BE  {Jig.  122)  est  un  bras  horizontal  fixé  en  B  à  Tarbre; 


Fig.  laa. 


4a' 


B'E',  B"E"  deux  bras  horizontaux  égaux  au  précédent, 
adaptés  à  deux  douilles  B',  B"  qui  ont  la  faculté  de  glisser  le 
long  de  Tarbre  et  dont  Tune  commande  la  vanne. 

Les  points  E"  et  E'  sont  reliés  par  articulations  en  C  et  C 
par  deux  tringles  C"E",  CE'  à  un  levier  à  angle  droit  CEC 

14. 
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mobile  autour  d'un  axe  fixe  projeté  en  E.  Les  longueurs  E'^G'^, 
EC",  EC  sont  égales. 

Les  points  Ai  sont  les  centres  de  deux  sphères  égales, 
situés  à  la  même  distance  de  £  sur  le  prolongement  de  CE  et 
surEC. 

Soient 

P  le  poids  de  chaque  boule; 
a  la  longueur  des  tiges  £B,  E'B',  E^'B''; 
b  celle  des  tiges  E''C%  C"E,  EÇ'  CE'  ; 
c  la  distance  EA  ou  EAi; 
6  Tangle  formé  par  EAi  avec  la  verticale  ; 
la  vitesse  angulaire  de  régime. 

On  a 

BB''=aèsin9,   BB'=  aècosô. 
Le  travail  virtuel  de  la  force  centrifuge  des  deux  boules  est 

  (a-i-c8mB)ccos9dB-i  (a  — cco80)csin0<5» 

^    P  ^ 
=  -  (vj (sinô 0080 )  û^O  ; 

le  travail  dû  au  poids  des  boules, 

(b)  Pc(cos0  — sin0)^/0. 

Comme»  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  deux  expressions 
(a),  (b),  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  pour  W9  une  valeur  in- 
dépendante de  9y  on  adapte  respectivement  aux  deux  bras 
B'^E''  et  B'  E'  deux  poids  Q"  et  Q'  que  nous  chercherons  à  cal- 
culer de  manière  à  satisfaire  à  celte  condition.  Leur  somme 
de  travail  étant 

(c)  -  QV.BB"  -h  Q'^.BB'  =-^b(  Q"cos9    Q'  sinG)  e/ô, 

en  faisant  la  somme  des  trois  expressions  (a),  (6),  (c)  et 
égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  sind  et  cosè,  il 
vient 
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Le  système  peut  donc  être  réalisé  si  —  a^i;  dans  le  cas 

S 

de  régalilé,  la  portion  A,C'EB'  des  tringles  du  régulateur  de- 
viendra inutile,  ei  la  vanne  devra  être  commandée  par  la 
douille  W. 

84.  Régulateur  pneumatique  de  Larivière.—  Ce  régulateur, 
qui  sort  complètement  de  la  catégorie  des  régulateurs  géné- 
ralement employés,  se  compose  d'une  pompe  à  air  à  double 
effet  E  {fig.  123  et  124),  mise  en  mouvement  par  l'arbre  de 
la  machine,  dont  les  deux  clapets  d'aspiration  et  de  refoule- 
ment 5, 5',  dans  l'atmosphère,  sont  placés  à  chacune  des  extré- 
mités du  corps  de  pompe. 

L'aspiration  a  lieu  dans  un  cylindre  A  par  l'intermédiaire 
d'un  tuyau  T  qui,  en  se  bifurquant  près  du  corps  de  pompe, 
aboutit  aux  deux  clapets  d'aspiration.  Le  cylindre  se  termine 
à  la  partie  supérieure  par  un  cône  qui  laisse  passer  à  son 
sommet,  à  frottement  doux,  la  tige  du  piston  B.  A  l'extrémité 
supérieure  de  la  tige  est  adaptée  une  boule  B',  munie  d'une 
embase  cylindrique  qui  vient  reposer  sur  la  troncature  hori- 
zontale du  sommet  du  cône;  son  extrémité  inférieure  est  ar- 
ticulée à  la  manivelle  d'une  tringle  horizontale  C  qui,  en  tour- 
nant, ouvre  plus  ou  moins  la  vanne. 

Au  moyen  d'une  petite  roue  D,  cannelée  sur  le  pourtour, 
faisant  corps  avec  une  vis  adaptée  à  un  registre,  on  peut  faire 
varier  à  volonté  la  section  d'un  orifice  qui  établit  une  com- 
munication entre  l'air  atmosphérique  et  le  dessus  du  piston. 

Supposons  que,  la  pompe  arrivée  à  fond  de  course,  la  boule 
repose  sur  son  siège,  ce  qui  correspond  à  l'ouverture  com- 
plète de  la  vanne.  La  pompe  venant  à  se  mouvoir,  il  se  pro- 
duira dans  le  cylindre  une  diminution  de  pression  d'autant 
plus  grande  que  la  vitesse  de  la  pompe  sera  plus  considérable; 
bientôt  le  système  de  B  et  B'  sera  soulevé,  et  l'arbre  C  fera 
fermer  plus  ou  moins  la  vanne;  par  suite  de  l'introduction  de 
l'air  par  l'orifice  réglé  par  la  roue  D,  le  système  BB'  retom- 
bera sur  son  siège,  et  ainsi  de  suite. 

L'ouverture  de  la  vanne  sera  d'autant  plus  rapidement  res- 
treinte que  la  vitesse  de  l'arbre  sera  plus  considérable.  La 
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roue  D  permet  de  régler  l'introduction  de  Tair  pour  une  vitesse 
moyenne  déterminée,  qui  peut  être  ainsi  maintenue  sensi- 


Fig.  133. 


Fig.  124. 


blement  constante, 
varier. 


lors  même  q  ue  la  résisunce  utile  vient  à 
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La  détente  étant  très-faible  dans  le  tuyau  T,  nous  pourrons 
en  faire  abstraction  et  considérer  l'air  comme  incompres- 
sible. 

Soient 

P  la  pression  atmosphérique  ; 
n  le  poids  spécifique  de  Tair  à  cette  pression; 
(ù  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  de  la  machine; 
A  la  surface  du  piston  de  la  pompe; 
a  celle  de  Torifice  d'aspiration; 
p  la  pression  variable  dans  le  cylindre; 
S  la  surface  du  piston  B; 
Q  le  poids  du  système  BB'  ; 
r  le  rayon  de  la  manivelle  de  la  pompe  ; 
d  Tangle  dont  cette  manivelle  a  tourné  à  partir  d*un  point 
mon. 

Nous  négligerons  l'obliquité  de  la  bielle  de  la  pompe  et 
l'effort  très-peiit,  par  rapport  à  Q,  nécessaire  pour  faire  fonc- 
tionner  la  vanne. 

La  vitesse  du  piston  de  la  pompe  étant  wrsinô,  celle  de 

l'air  à  son  entrée  dans  le  cylindre  B  eslwr  ~  sïn6,  d'après  l'é- 
quivalence des  masses  ou  des  volumes.  On  a  donc 

2g     a'  ~     n  ^ 

d'où 

P— /?  =  n  

'  1g  il 

Soit  maintenant  z  la  hauteur  à  laquelle  le  piston  s'est  élevé 
à  partir  de  sa  position  la  plus  basse^  ou  pour  6  =  0. 
Il  est  clair  que  l'on  a 

d'où 

(a)  —  -jfiâ  =      Siii^ — lï 
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en  posant  pour  abréger 


(1) 


nr^S  A* 


et  remarquant  que  (ùdt  =  dO. 

Pour  que  l'appareil  puisse  fonctionner ,  il  faut  que,  pour 
une  certaine  valeur  de  9,  on  ait 

ce  qui  exige  que  u  soit  au  moins  égal  à  la  valeur  eoo  que  nous 
prendrons  maintenant  pour  vitesse  angulaire  minimum. 

L'équation  (a)  ne  sera  donc  applicable  qu'à  partir  de  la  va- 
leur ff^  de  6  donnée  par 

[b)  sinô',  =  î^, 

dz 

pour  laquelle  le  piston  B  tendra  à  se  déplacer»  la  vitesse  ^ 

étant  nulle. 
Une  première  intégration  donne 

Le  piston  B  sera  sur  le  point  de  retomber  pour  la  valeur 
ff^  de  B  plus  grande  que  ff^  et  plus  petite  que  i8o  degrés,  don- 
née par  l'équation 

""0    ^  "  ^'^''''^^ -  si^^^^ ) = ^- 

Enfin  on  a,  pour  déterminer  l'amplitude  totale  Zi  de  l'oscil- 
lation. 


Soient  maintenant 

(ùi  la  vitesse  angulaire  maximum; 
ù  la  vitesse  angulaire  moyenne; 
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^  l'écart  proportionnel  maximum  de  (ù,  qui  est  une  donnée  de 

la  question  et  dont  nous  supposerons  la  valeurau  plus  égale 
à  ^,  de  manière  à  pouvoir  en  négliger  le  carré; 

e,  et  dt  les  valeurs  de  ff^  et  6\  correspondant  à  w,; 

h  la  hauteur  à  laquelle  doit  s'élever  le  piston  B  pour  que  la 
vanne  soit  fermée. 

On  devra  s'arranger  de  manière  que  h  =  Zi  pour  w  =  «a. 
Nous  avons>  comme  plus  haut, 

d'où 


sm 


d'où 


et 


Si  maintenant  nous  posons  6,=  ^  —  j,  pétant  du  même 
ordre  que     nous  aurons 

sin20j=  Sin  COS20,  =  —  008  i/-' 

L'équalion  (i)  donne  la  suivante  : 

qui  permettra  de  déterminer  dès  que  Ton  se  sera  donné  r 
et  une  moyenne  valeur  de 
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L'équation  {c)  donne,  pour  (ù=^  (c^, 
(a)         sinae.=  4(-:-i)(9.-^-y/^)-siny/l. 

D'après  cette  formule,  on  voit  que  O2  doit  peu  différer  de 
et  l'on  aura  une  première  approximation  en  posant 

(.')  sina9,  =  4(^-i)^,^-8iny/^, 

et  enfin  une  seconde  approximation ,  en  portant  la  valeur  dé- 
duite de  cette  formule  dans  le  second  membre  de  l'équation. 
C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  les  valeurs  suivantes  : 

I     =  ^   0,  =  62^4' 00",   e,=  78«56'28", 

(3)  \~  =  T^ Ô,=  69°38'io",    0,  =  86°32'3", 

=  A   ô.  =  73"44'3o%    e,=  89°25'45". 

L'écart  9-,  —  6i  ayant  à  peu  près  la  même  valeur  dans  ces 
irois  cas,  soit  environ  16  degrés,  un  déplacement  angulaire 
égal  se  produit  pendant  la  chute  du  piston;  de  sorte  que 
l'appareil  ne  fonctionne,  ou  les  étranglements  dans  l'admission 
ne  se  produisent,  que  pendant  |  ou  7  de  chaque  révolution. 
Ce  résultat  s'accorde  très-bien  avec  l'observation,  chaque 
oscillation  étant  en  effet  d'une  très-courte  durée. 

La  formule  (  d)  donne  maintenant 

-JV-^-^Jl  -^-(e.-o.)sm.9.J, 

d'où  l'on  déduira  la  valeur  qu'il  faut  donner  à  h. 

85.  Du  mouvement  d'une  machine  à  partir  du  moment  où 
le  régulateur  entre  en  fonction,  —  Reportons-nous  au  n**  67, 
dont  nous  conserverons  les  notations. 

Soient  JY(B)dQy  ff{0)d9  le  travail  moteur  et  le  travail 
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résistant  utile;  Téquation  du  numéro  précité,  qui  s'applique 
au  mouvement  régulier,  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^(«^-w;)  =  /F(e)rf0-//(ô)^, 

en  négligeant  le  travail  des  résistances  passives;  on  déduit 
delà 

(I)  ^  S-"=F(0)-/(9), 

Supposons  que  la  résistance  utile  éprouve  une  diminution 
et  que  f(B)  se  trouve  remplacé  par  9(0);  9(0)  pourra,  par 
exemple,  être  égal  au  produit  de/(6)  par  un  facteur  constant 
plus  petit  que  l'unité,  diminué  d'une  constante. 

Soient  6>s  la  valeur  de  &>  correspondant  au  moment  où  la 
vanne  est  sur  le  point  de  se  déplacer;  62  la  valeur  correspon- 
dante de  Q.  Pour  Tun  des  régulateurs  à  boules  que  nous  avons 
étudiés  (76),  la  fermeture  relative  correspondant  à  la  vitesse 

angulaire  w  est  de  la  forme  k  (-^  ^  |>  k  étant  une  con- 

stante.  On  a  donc,  à  partir  du  moment  où  &>  a  atteint  6>2,  en 
supposant,  comme  approximation,  que  le  travail  moteur  soit 
proportionnel  au  débouché  de  la  vanne, 

w  ïï-'ct[-'fë-?)]-v(.). 

On  ne  pourra  pas,  en  général,  intégrer  celte  équation;  mais, 
si  - — ~  est  assez  petit  pour  qu'on  puisse  le  négliger  devant 

Cl)  2 

l'unité,  elle  se  réduit  à 

et  peut  se  mettre  sous  la  forme 

en  appelant  (ù"  la  valeur  de  w  pour  laquelle  la  vanne  est  com- 
plètement baissée. 
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L'équation  (3)  a  pour  intégrale 

,4, =i/^-"'-'£\fw  -  ,(.a^-p^-""". 

Si  la  résistance  utile  vient  à  augmenter,  il  suffira  de  remplacer 
dans  cette  formule  o),  par  la  valeur  cùi  de  cù  pour  laquelle  la 
vanne  est  sur  le  point  de  se  lever,  et  par  celle  qui  cor- 
respond au  débouché  complet. 

Considérons,  par  exemple,  le  cas  d'une  manivelle  simple  à 
double  effet;  on  a,  d'après  le  n'  69, 

F(0)=  ^QRsinG,  /(9)  =  QR. 

Supposons  que  Q  ait  été  réduit  à  yQ,  y  étant  une  fraction, 

ttOR 

nous  aurons  9(^)  =  yQR,  et,  en  posant  a  =  ^^^yS^TZT^^' 
quation  (4)  donne 


(5) 


L'intégrale  comprise  dans  cette  formule  n'étant  pas  réduc- 
tible en  fonctions  simples,  on  voit  que  le  problème  que  nous 
nous  sommes  proposé  de  résoudre  présente,  dans  l'un  des 
cas  les  plus  élémentaires,  des  difficultés  de  calcul  inextrica- 
bles. Néanmoins  il  ne  nous  a  pas  paru  inutile  de  poser  la 
question. 


(*)  En  supposant  que  l'on  ait  constamment  F(5)>  ^  ($),  le  maximum  que  u 
atteindra  sera  inférieur  à  u"  ^  valeur  pour  laquelle,  d'après  Téquation  (3), 

-j—  est  négatif;  a>  décroîtra  ensuite  sans  pouvoir  atteindre  la  valeur  pour 
dca* 

laquelle  est  positif.  On  comprend  ainsi  comment,  par  Teffet  des  résis- 
tances passives,  que  nous  avons  négligées,  il  s'établisse,  après  quelques  périodes 
oscillatoires  de  «,  une  vitesse  de  régime  comprise  entre  les  limites      et  en'. 


/ 
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NOTE. 

DE  l'influence   d'uNE   RÉSISTANCE  CONSTANTE  SUR  LE  MOUVEMENT 
OSCILLATOIRE  D'uN  CORPS^  PRODUIT  PAR  UNE  CAUSE  PÉRIODIQUE. 


1.  II  est  à  peu  près  impossible  de  se  rendre  compte,  a  priori,  de  l'effet 
produit  par  une  résistance  constante  ou  un  moment  constant  sur  un  mou- 
vement oscillatoire  de  translation  ou  de  rotation  autour  d*un  axe,  d'un 
corps  solide,  dû  à  une  cause  périodique. 

Supposons  que  le  mouvement  oscillatoire  soit  défini  par  une  équation 
de  la  forme 

k-^  =  Bcos(/i/-+-^)  ±0, 

s  étant  Tangle  que  forme  le  plan  méridien  d'un  véhicule  avec  un  plan 
vertical  de  direction  fixe,  A,  B,  /i,  e  étant  des  constantes,  de  même  que<^, 
qui  représente  le  terme  dû  à  la  résistance,  et  que  l'on  devra  prendre  avec 
le  signe  —  ou  le  signe  +,  selon  que  la  vitesse  sera  positive  ou  négative. 
Si  Ton  choisit  convenablement  l'origine  du  temps,  on  peut  supposer 

e  =  o  ]  en  remplaçant  n  par  /,  s  par  —  /i%  g  par  7,  l'équation  ci-dessus 
prend  la  forme  plus  simple 

^  =cosr±7. 

ds 

Par  la  nature  même  du  problème ,  la  vitesse  ^  sera  nulle  à  certains 

instants;  si  7  était  supérieur  à  l'unité,  il  arriverait  un  moment  où  le 
mouvement  oscillatoire  ne  pourrait  plus  se  continuer;  laissons  de  côté  ce 
cas,  qui  ne  présente  aucun  intérêt,  et  posons  7  =  cosa.  Nous  aurons 

d^s 

(l)  ^  =  CCS/  ±  cosa. 

Nous  pouvons,  si  l'on  veut,  considérer  cette  équation  comme  étant  celle 
du  mouvement  d'un  point  oscillant  suivant  une  ligne  droite,  s  représentant 
le  chemin  parcouru. 
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2.  Décrivons  une  circonférence  d*un  rayon  quelconque  OÂ,  de  centre  0, 
et  soient 

AOÂ',  BOB'  [fig.  125  et  126]  deux  diamètres  rectangulaires; 

Fig.  135.  Fig.  126. 


B' 


t  Tangle  que  le  rayon  Om  fait  avec  OA  ; 

/  le  nombre  de  circonférences  que  comprend  cet  angle  ; 

a  le  point  de  la  circonférence  OA  déBni  par  l'angle  «OA  =  a. 

Nous  rappellerons  que  Tangle  1!^  immédiatement  supérieur  à  et  qui  a 
le  même  sinus,  est 

'        (4/-f.i)7r  —  f 
lorsque  m  se  trouve  entre  A  et  B,  et 

t'=  (4/-+-  5)7r  —  t 

quand  m  se  trouve  entre  A'  et  B'. 

Soit  le  temps  au  bout  duquel  le  mobile  atteint  une  position  pour  la- 
quelle sa  vitesse  est  nulle.  Si  Ton  a  cos^^  >  o,  on  doit  prendre,  tant  que 
la  vitesse  ne  change  pas  de  signe  ni  de  sens, 

('i)  =  cosr  —  cosa, 

Dans  le  cas  où  cos/q  serait  négatif^,  il  faudrait  employer  Téquation 

(1')  —  cos;  H- cosa, 

qui  rentre  dans  la  précédente,  en  y  changeant  r  en  ;  tt  et  s  en  —  j  ; 
nous  sommes  ainsi  conduit  à  supposer  cos/o>  o,  et  à  faire  usage  de 
Téquation  (2). 

3.  Si  cosa  =r  cos^j,  on  ne  voit  pas  a  priori  ce  qui  doit  se  passer.  Il  est 
clair  que  le  mobile  reste  d'abord  au  repos  pour  t  =  f^.  Quand  on  a  sin  >  o. 
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cost  allant  en  diminuant,  le  mobile  continue  à  rester  au  repos;  cost  de- 
vient ensuite  négatif,  et  alors  on  doit  prendre  la  formule  (2'),  qui  ne  sera 
toutefois  applicable  qu'à  partir  du  moment  où  l'on  aura  —  cosr>cosa, 
et  c'est  alors  seulement  que  le  mouvement  oscillatoire  continuera. 

Lorsque  sin^g  <  o,  cose  va  en  augmentant,  et  le  mouvement  a  lieu 
sans  délai. 

L'équation  (2)  donne,  en  appelant  V  la  vitesse, 
ds 

(3)  V  =  ^  =  sin^  — sin/„  — — fjcosa, 

et,  en  mesurant  le  chemin  parcouru  s  à  partir  du  point  correspondant 

(4  )       s  =  —  cost  H-  cos/^  —    —  '0)  sin^o  —  cosa  (^——^^  ' 

Comme  pour  t  =^  le  second  membre  de  Téquation  (2]  est  positif, 
y  croit  à  partir  de  zéro  et  est  positif;  il  atteint  son  maximum  lorsque 
cost  =  cosa,  et  enfin  devient  nul  pour  la  racine  immédiatement  supé- 
rieure à  ^5 ,  de  réquation 

(5)  sin^^  —  sint^  —  cosa(/j  —  / J  =0. 

De  ce  que  V  >  o  pour  cost  =  cosa,  la  position  m,  de  m  correspondant 
ài  t  =  t^  ne  peut  se  trouver  qu'au  delà  du  point  a. 
Pour  une  même  valeur  de    mais  en  faisant  varier  l'angle  a,  on  a 

—  =smc^(t^t,). 

V  croît  donc  avec  a  et  atteint  son  maximum  lorsque  a  =  90**  ;  il  suit  de 
là  que,  généralement,  t^  est  inférieur  à  la  valeur  qui  correspond  à  a  =  90**. 
Car  si ,  pour  une  certaine  valeur  de  a ,  V  est  nul ,  pour  une  valeur  plus 
grande,  V  est  positif.  Dans  le  cas  limite  on  a  sinr',  =  sin/^,,  et,  en  substi- 
tuant cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équation  (  3  ) ,  on  obtient 

~  C08a(/\  — /J, 

qui  est  effectivement  négatif,  comme  cela  devait  être. 

Première  oscillation. 

4.  Premier  cas  :  smt^  >  o  ifig.  126) ,  ce  qui ,  avec  la  supposition  de 
cosfç  >  o,  indique  que  le  point  de  la  circonférence  correspondant  à 
l'angle  t^  se  trouve  sur  ce  premier  quadrant  AB,  et  est  placé  entre  a 
et  A,  puisque  cosfo>  cosa. 
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Soient 

/î/,,  a'  les  symétriques  de  /w,  et  a  par  rapport  à  B'B; 

(f^  oT  les  symétriques  de  a!  et  a  par  rapport  à  ÀÀ';  m\  correspond  à 

(4/-+-i)ir  —     d'où  il  suit  que       ne  peut  se  trouver  que  sur 

l'arc  ûBiw'j. 

Si  le  mouvement  oscillatoire  continue  immédiatement  après  que  Ton 
a  r  =     il  est  défini  par  la  condition  (2'),  pourvu  que 

—  cos/,  >  cosa, 

ce  qui  exige  que  la  position  m,  correspondant  à  se  trouve  entre  ci  ^ini^. 
Il  faut  donc  pour  cela  que  t  =  %i'K  -\-  n  —a  =  (2  /  1)  tt  —  a  rende  V  po- 
sitif, ou  que 

(6)  sina  —  sin/^  —  C08^[(2/  -h  i)  tt  —  a  —  r,]  >  o. 

Si  Ton  désigne,  pour  abréger,  le  premier  membre  de  cette  inégalité  par  7, 
en  faisant  varier    depuis  2<7r  jusqu'à  ^in  +  a,  on  a 

=  —  cos/fl     cosa  <  o. 

La  fonction  y  de    est  donc  décroissante  et  sera  positive  pour  =  2/7r  si 

tanga  >  TT  —  a    ou    a  >  64**, 

et  négative  pour    =  2i7r  h-  a.  Pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises 

entre  64  et  90  degrés,  il  y  a  donc  une  valeur  t'^  annule  y, 

et  lorsque    <  /'^  la  condition  est  satisfaite. 
On  a  pour 

a  =  64°,  =  2/w, 

70,  2/7r  -f-  24°, 

80,  a/TT  -t-  38°, 

85,  2/7r-+-36**, 
90,  21  it  H-  70°. 

Lorsque  Ton  aura  °^  ^     ,  ou  a  <  64°,  le  mouvement  s'arrêtera  jusqu'au 

moment  où  le  point  m  viendra  en  a',  et  c'est  seulement  à  partir  de  ce 
moment  que  commencera  la  seconde  oscillation. 

5.  Deuxième  cas  :  smt^  <  o  [fig,  126) ,  ce  qui,  avec  cos/^  >  o,  indique 
que  /Wo  se  trouve  sur  le  quatrième  quadrant,  et,  comme  cos/,,  >  cosa, 
il  ne  peut  être  situé  qu'entre  à""  et  A.  Dans  le  cas  actuel,  on  a 

'^(4'  +  5)7r-/,; 
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cette  limite  supérieure  correspond  au  symétrique  /w'^  de  par  rapport 
àBB'. 

Gomme  Y  est  maximum  en  a,  le  point  m,  ne  peut  se  trouver  que  sur 
Tare  a^m\.  S'il  tombe  entre  m\  et  a\  on  a  —  cos/ >  cosa,  et  le  mou- 
vement oscillatoire  continue  sans  interruption  ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  que 

<i  >  (2/  H-  a)  ^  -h  TT  —  a  =  (2/-+-  3)7r  —  a, 

OU  que  cette  limite,  substituée  à    rende  Y  positif,  ou  enfin  que 

sina  —  sin/j  —  cosa  [(2/-+-  3)  tt  —  a  —  /J  >  o. 
En  désignant  par  <p  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  on  a 
do 

^  =  —  cOS/o  -+-  cosa, 

qui  est  négatif  pour  toutes  les  valeurs  admissibles  de     c'est-à-dire  pour 

^*  <  (2  / -+-  2  Itt  ~  '  P*'^  ^     ^^'^  fonction  décroissante  de 

entre  les  deux  limites  ci-dessus. 
Lorsque 

1°  =  (2/-h  2)  TT  ~  a, 

on  a 

^  =  2  sina  —  TT  cosa, 
et  cette  valeur  sera  positive  si 

tanga  >  j   ou    a>  57°3o'environ; 

2°  =  12/H- 2)7r, 

<f  est  positif  si 

tanga-+-a>7r    OU    a  >  64*'. 

Pour  a  compris  entre  67** 3o'  et  64  degrés,  il  y  a  donc  une  valeur 

!^'^^^^~~*  de  /.  qui  annule     et  pour  le  mouvement 

oscillatoire  n'éprouve  pas  d'interruptioû,  comme  pour  a  >  64**. 
Lorsque 

a=57*»3o',   on  a       =  (2/ -h  2)  tt  —  57°3o', 
60^,  (2/-i- 2)7r  — 22°, 

64^  (2£-+-2)7r. 

Si  /Wj  tombe  entre  B  et     on  a  —  cosr,  <cosa;  le  mouvement  s'ar- 
III.  i5 
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rête  jusqu'au  moment  où  —  co8/  =  cosa,  c'est-à-dire  lorsque  m  est  venu 
en  Cette  circonstance  se  présente  quand  r=(2/-h2)^-+-^  rend  V 
positif,  ou  quand 

I  —  sin/,  —  cosa  1^(2/ -h  2 ) TT  -+-  ^  —     > 0. 
Si  le  premier  membre  ?  de  cette  inégalité  est  une  fonction  décroissante 

<^  f  2  /  -\-  2  )  TT 

de  entre  ^  ^^^^  _^  ^j^^  ~  a'  fonction  est  positive  pour  a  =  90" 
et  négative  pour  a  =  o.  Elle  s'annule  pour  a  =  40** 3o'  environ;  de  sorte 
que  m,  se  trouve  entre  a'  et  B  pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre 
40*  3o'  et  57*»  3o'. 

Pour  a<4o*»3o',  /w,  tombe  entre  a  et  B;  cosr,  est  positif,  mais  infé- 
rieur à  cosa;  il  y  a  donc  un  temps  d'arrêt  jusqu'au  moment  où  m,  ayant 
dépassé  B,  arrive  en  a\  et  c'est  seulement  alors  que  commence  la  seconde 
oscillation. 

En  résumé,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'interruption  dans  le  mouvement, 

57°  3o' 

il  faut  que  a  <  64**  3o',  ou  ^  / 


Oscillations  successives, 

6.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  produit  à  la  fin  de  la  seconde  os- 
cillation. 
De  la  formule  (2')  on  tire 

ds 

(7)  V  =  ^  =  —  sin/-f-sin/,  —  cosa{r  —  r,) 

ou,  en  ayant  égard  à  l'équation  (5), 

(8)  V=  —  sin/ -4- 2sinr,  —  sin/^  —  (r  — /Jcosa. 

,         ts    sin/,  >o   sin/,  >o    a>64°  ^ 
Premier  cas  (/^.  ia5)  :  ^J^^^,  ;  en  dautres 

termes,  /n^  tombe  entre  a'  et  w'^ . 

Soient  le  temps  au  bout  duquel  se  termine,  la  seconde  oscillation  et 
m,  la  position  correspondante  de  m.  On  a 

( 9 )  —  sin/.,  -4-  sin/,  —  ( /a  —  ^, )  cosa  =  o. 
Si,  dans  l'équation  (8),  on  fait  t  =  t^-h  27r,  on  trouve 

V=  2(sin/,  — sin/J  —  (/«-+-  27r  —  /,)  cosa  ; 
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d*où,  en  vertu  de  la  relation  (5), 


V  =  2C0Sa.(/,  —  f^  —  Ti)  <0. 

Le  point  /w,  se  trouve  ainsi  au-dessous  de  /w^,  et,  à  fortiori,  d'après  ce 
que  Ton  a  vu  plus  haut,  est  compris  entre  à  et  la  symétrique  /w', 
de  m,  ;  la  quatrième  oscillation  succède  donc  immédiatement  à  la  troisième. 

Les  points  /w,,  m^,,,,  s'approchant  de  plus  en  plus  de  û",  il  arrivera 
un  moment  où  m^j  se  trouvera  entre  a"*  et  a",  et  il  y  aura  un  arrêt  en  a"* 
entre  la  2/*"'  et  la  ( 2/h-  i)^*"*'  oscillation;  mais,  à  partir  de  ce  moment, 
le  mouvement  prendra  un  caractère  périodique,  et  il  y  aura  un  arrêt  con- 
stant entre  une  oscillation  de  rang  pair  et  la  suivante. 

Deuxième  cas  :  Des  conditions  précédentes,  ^^^^^  ^  sont 

^  '  cost^>o  cos/,  <o 

les  seules  qui  subsistent;  en  d'autres  termes,  m^  tombe  en  deçà  de  a',  et 

il  y  a  un  arrêt  en  ce  point;  mais  à  partir  de  là  tout  devient  périodique. 

Les  oscillations  seront  donc  toutes  périodiques  et  séparées  l'une  de  l'autre 

par  un  arrêt  constant. 

a  >  64° 

cos  t  ^  o 

Troisième  cas  :  .  "  ou  <  S?**  3o',  où  l/ig.  1 26)  le  point  m.  tombe 
entre  a'  et  w'^. 

Les  circonstances  se  produiront  de  la  môme  manière  que  dans  le  pre- 
mier cas,  c'est-à-dire  qu'au  bout  d'un  certain  temps  les  oscillations  de 
rang  pair  commençant  à  partir  de  a!'  seront  identiques  et  séparées  des 
oscillations  de  rang  impair  par  un  arrêt  constant. 

Quatrième  cas  :  Des  conditions  précédentes,  les  suivantes  seules  sub- 
sistent : 

cos/a>o,  sin/j<o. 

Il  y  a  un  arrêt  entre  la  première  et  la  seconde  oscillation ,  puis  les 
choses  se  passent  comme  dans  le  premier  cas. 

Des  oscillations  périodiques, 

7.  Nous  sommes,  par  ce  qui  précède,  ramené  aux  oscillations  qui  ont 
pour  point  de  départ  a\  a"  ou  a"'.  Nous  choisirons  le  dernier  de  ces 
points. 

Reprenons  l'équation  (5),  en  y  supposant  =  2/7r  —  a;  si  nous  po- 
sons /,  =  2/7r  -h  X,  nous  aurons 

sinx  —  jccos  a  —  a  cos  a  sina, 

i5. 


228  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  III. 

d'où  l'on  déduit  les  résultats  suivants  : 


=  o, 

X  =  o, 

20*», 

20**, 

3o% 

6i% 

4o°, 

82°, 

5o^ 

104*»  20', 

6o% 

i28«3o'. 

7o\ 

i58% 

8o% 

i89*'3o', 

90% 

270°. 

Pour  que  la  seconde  oscillation  succède  immédiatement  à  la  première, 
il  faut  que  Ton  ait  x>  tt  —  a,  ce  qui  n'a  lieu  qu'à  partir  de  a  =  6o*.  Au- 
dessous  de  cet  angle,  on  a,  pour  la  durée  de  l'arrêt  tt  —  a  —  ^ ,  entre  la 
première  et  la  seconde  oscillation, 


i5o**  pour 

a  =  lo**, 

121** 

20°, 

89» 

3o^ 

58« 

4o% 

25^40' 

5o^ 

La  seconde  oscillation  est  identique  à  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  calculer  la  durée  de  la  seconde  oscillation  lorsque  a  >  So"*, 
nous  appliquerons  l'équation  (9),  qui  donne,  en  y  faisant  =  2/7r  -+-  3 
et  /,  =  2l7r  -f- 

sinz  -+-  z  COSa  =  sina:  -+-  x  cosa, 

pour   a  =  60° ,     z  =  1 38^       z—x(  durée  de  l'oscillation  )  =     9**  3o' 
70°,  160**  (  ))  )  2*^, 

8o^  i66^3o',  (  »  )  —23*». 

La  dernière  des  valeurs  de  2  —  x  étant  négative,  les  premières  oscillations 
de  rang  pair  n'existent  plus  à  partir  de  a  =  80**,  comme  pour  a  =  90®,  cas 
pour  lequel  le  mouvement  est  continu. 

Les  arrêts  entre  les  oscillations  de  rang  impair  et  celles  de  rang  pair, 
mesurées  par  iz  —  z-h  (tt  — a)  =2Tt —  (2-+- a),  sont  : 

pour  a  =  60*»,  162**, 
70%  i3o°. 

Pour  a  =  80°,  l'arrêt  entre  deux  oscillations  consécutives  est 


TT— -x-h7r~a  =  91**. 
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Ainsi,  au  bout  d'un  certain  temps,  qui  pourra  être  très- long  si  a  est 
très-voisin  de  90  degrés ,  le  mouvement  devient  périodique  ;  mais  deux 
périodes  consécutives  sont  séparées  par  un  arrêt  constant. 

En  résumé  : 

i""  Au  bout  d'un  certain  temps,  dépendant  des  conditions  initiales  du 
mouvement,  et  qui  sera  d'autant  plus  long  que  a  différera  de  moins  de 
90  degrés,  le  mouvement  devient  périodique; 

2°  Au-dessous  d'une  valeur  a,  de  a  comprise  entre  5o  et  60  degrés,  deux 
oscillations  sont  identiques,  mais  sont  séparées  par  un  arrêt  constant; 

3"*  Dans  les  autres  cas,  on  a  une  série  de  groupes  de  deux  oscillations 
consécutives  non  identiques  ;  deux  groupés  successifs  sont  séparés  par  un 
arrêt  constant,  qui  devient  nul  lorsque  a  atteint  90  degrés. 

Ces  différents  résultats  sont  en  désaccord  avec  ce  principe  a  priori  posé 
par  Laplace  :  Vétat  d^un  système  matériel  dans  lequel  les  influences  des 
conditions  initiales  du  mowement  ont  disparu  par  suite  des  résistances 
développées  dans  ce  mouvement  est  périodique  comme  les  forces  qui  sol- 
licitent ce  système, 

La  périodicité,  telle  qu'elle  est  comprise  dans  cet  énoncé,  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  les  résistances  sont  des  fonctions  impaires  de  la  vitesse. 
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CHAPITRE  IV. 

DU  CALCUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  MACHINES 
OtJ  LE  MOUVEMENT  EST  UNIFORME. 


86.  Nous  avons  vu  que,  lorsqu'une  machine  ne  renferme 
que  des  pièces  tournantes,  le  mouvement  devient  uniforme 
bientôt  aprèjs  la  mise  en  marche  ;  que  lorsque  dans  la  compo- 
sition d'une  machine  il  entre  des  pièces  oscillantes  on  limite, 
par  l'emploi  d'un  volant,  l'écart  maximum  de  vitesse  à  une 
faible  fraction  de  la  vitesse  moyenne;  de  plus,  on  s'arrange  de 
manière  que  le  mouvement  des  pièces  oscillantes  reste  aussi 
lent  que  possible. 

On  voit  ainsi  que,  dans  tous  les  cas,  on  peut  calculer,  sans 
erreur  sensible,  le  travail  absorbé  par  les  résistances  passives, 
en  négligeant  l'inertie  des  organes  de  la  machine. 

Nous  allons  maintenant  examiner  successivement  les  résis- 
tances passives  les  plus  importantes,  et  déterminer  leurs  ef- 
fets sur  les  pièces,  considérées  isolément,  qui  entrent  le  plus 
ordinairement  dans  la  composition  des  machines. 

§  I.  ~  Frottements  de  glissement. 

87.  Afin  de  faire  bien  apprécier  l'importance  du  travail  ab- 
sorbé par  cette  résistance,  nous  avons  cru  devoir  placer  ici 
un  tableau  contenant  les  moyennes  des  principaux  résultats 
des  expériences  de  Coulomb  et  de  M.  Morin  sur  la  détermi- 
nation du  coefficient  de  frottement  de  glissement. 
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Surfaces  planes. 


Graisse 

Corps  en  contact. 

A  sec. 

Humide. 

renonveiée. 

0,45 

0,25 

0,07 

.0,36 

0,24 

0,07 

0,18 

» 

0,08 

o,3a 

0,29 

» 

o,56 

o,36 

» 

Corde  de  chanvre  sur  bois.. . . 

o,5o 

» 

)) 

Tourillons  sur  coussinets. 

A  sec           A  l'état  ordinaire 

Enduit 

ou 

on 

sans  cesse 

pea  onctaeax. 

très-onctoeax. 

renoarelé. 

o,iG 

0, 10 

o,o54 

0,19 

0, 10 

o,o5o 

88.  Du  coin.  —  On  donne  généralement  le  nom  de  coin  à 
un  corps  solide  placé  entre  deux  autres  (A),  (B)  ou  les  deux 
parties  d'un  même  corps,  et  qui,  sousTaction  de  forces  exté- 
rieures, sépare  ou  tend  à  séparer  (A)  de  (Bj. 

Le  plus  ordinairement  la  surface  du  coin  présente  un  angle 
dièdre  dont  les  faces  sont  en  contact  avec  (A)  et  (B);  en  limi- 
tant le  coin  par  trois  plans,  dont  deux  sont  perpendiculaires 
et  le  troisième  parallèle  à  l'arête  de  Tangle  dièdre,  on  obtient 
un  prisme  ou  coin  triangulaire  dont  nous  nous  occuperons 
exclusivement  dans  ce  qui  suit  :  la  face  opposée  à  l'arête  est 
la  tête  du  coin. 

Le  ciseau,  le  burin,  le  tranchant  du  rabot^  les  dents  de  la 
scie,  les  aspérités  de  la  lime^  et  en  général  la  plupart  des  ou- 
tils ne  sont  autre  chose  que  des  coins. 

Supposons  qu'un  effort  P  (fig.  127  ),  vertical  si  l'on  veut 
pour  fixer  les  idées,  agisse  normalement  à  la  tête  AB  pour  sé- 
parer (A  )ei  (B),  et  soient  m,  m' les  points  de  contact  du  coin, 
avec  ces  deux  corps,  qui  sont  censés  situés  dans  le  plan  pas- 
sant par  la  direction  de  P  mené  perpendiculairement  à 
l'arête  C,  on  voit  que  l'on  est  ramené  à  considérer  ce  qui  se 
passe  dans  ce  plan. 
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Soient 

N,  N'  les  réactions  normales  de  (A),  (B); 
/Je  coefficient  de  frottement; 

y,  S  les  angles  formés  par  AC  et  CB,  avec  la  perpendicu- 
laire CI  abaissée  du  point  Ç  sur  AB. 


Fig.  127. 


Si  le  sommet  C  s'éloigne  ou  tend  à  s'éloigner  de  m,  m',  les 
réactions  tangentielles  N/,  N'/  seront  dirigées  comme  Tin- 
dique  la  figure. 

Les  conditions  d'équilibre  de  translation  établies  pour  les 
directions  de  AB  et  CI  s'expriment  par  les  équations 

N/sin7  —  NCOS7  4-  N'cos^  —  N'/sin^  =  o, 
P  — Nsin7  —  N/ COS7  —  N'sin^  —  N'/cos^  =  o; 

d'où,  en  remarquant  que  y  -h  d  est  l'angle  C, 

_  P(cos^--/sin^) 
~~  (i— /')sinC-+-2/cosC' 
P  (COS7  — /sin7) 
(i— /^)sinC -1-2/cosC' 

Pour  que  le  coin  ne  tourne  pas  dans  son  plan,  il  faut  que 
le  moment  des  forces  qui  le  sollicitent,  par  rapport  à  un  point 
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quelconque,  m  par  exemple,  soit  nul,  ce  qui  établit  certaines 
relations  de  position  entre  les  points  d'application  de  P,  N,  N', 
et  que  nous  supposerons  remplies. 

Pour  que  les  choses  se  passent  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, il  faut  que  les  valeurs  ci-dessus  de  N  etN'  soient  posi- 
tives, ou  que 

cos^--/sin^ >  o,   COS7— /sin7>o 

ou  encore,  en  désignant  par  a  l'angle  de  frottement,  que 

^<90«-a,  7<90°-a, 

d*où 

(2)  C<i8o^— 2a. 

Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  le  coin,  au  lieu 
d'écarter  (A)  et  (B),  tend  à  être  repoussé,  ce  qui  explique 
pourquoi  on  ne  parvient  pas  à  enfoncer  un  coin  trop  obtus. 

Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  la  valeur  que 
doit  avoir  Tefifort  P  pour  que  le  coin  ne  sorte  pas  ou  que  (A) 
et  (B)  ne  se  rapprochent  pas.  Les  frottements  étant  dirigés  en 
sens  inverse  de  ceux  du  cas  précédent,  il  nous  sufQra  de  chan- 
ger /  en  — / dans  les  formules  (i)  pour  obtenir  celles  qui 
se  rapportent  au  cas  actuel,  ce  qui  donne 

P(cos^-+-/sin^)  . 
>      ~  (i-/=')sinC-2/cosC' 

P(cos7-4-/sin7) 
(i-/*)sinC-2/cosC 

Pour  que  ces  deux  valeurs  soient  positives,  il  faut  que 

(i-/")  sinC— a/cosC>o,   d'où  C>2a. 

Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  il  faudra  que  P  soit  né- 
gatif, ou  que  l'on  exerce  un  effort  de  traction  sur  le  coin  pour 
le  dégager  de  (A)  et(B)^ 

Bevenons  au  cas  que  nous  avons  examiné  en  premier  lieu 
et  proposons-nous  de  déterminer  le  coefficient  d'eflfet  utile 
du  coin. 
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Soient 


A'B'  la  position  qu'occupe  la  tète  à  la  suite  d'un  déplacement 

infiniment  petit  du  coin,  parallèle  à  CI; 
C  la  nouvelle  position  du  sommet; 
rfj  =  AA'  =  BB'. 

Le  travail  élémentaire  dépensé  est,  en  ayant  égard  à  la 
première  des  équations  (i), 

coso— /sina 

Or  Vécartement  de  (A)  et  (B)  n'est  dû  qu'aux  forces  N,  N', 
dont  le  travail  total  représente  ainsi  l'eflfet  utile.  En  remarr 
quant  que  les  dislances  de  A'  C  à  AC,  de  B'C  à  BC  sont  res- 
pectivement dssiny,  ds s\nS,  le  travail  élémentaire  utile  est 

(Nsin7-i-  N'sin^  )  ds, 

et  en  le  divisant  par  l'expression  ci-dessus,  après  avoirexprimé 
N'  en  fonction  de  N  au  moyen  des  équations  (i),  on  obtient, 
pour  le  coefficient  d'eflfet  utile, 

_     sinC  — a/siny  sin^    _  sinC-f-/[cosC  — 005(7 —  ^)] 
V       ^  -  (,         sinC  -+-  a/oosC         (i        sinC  -h  a/oosC 

Si  l'angle  C  est  donné,  ^  sera  maximum  quand  l'un  ou  l'autre 
des  angles  y,  d  sera  nul,  c'est-à-dire  quand  le  coin  sera  rec- 
tangle. Le  rendement  sera  minimum,  au  contraire,  quand  on 

Q 

aura  y  =  ô  =  -5  c'est-à-dire  quand  le  coin  sera  isoscèle. 

On  reconnaît  ainsi,  comme  nous  l'avons  annoncé  au  n**  61, 
l'influence  que  peut  avoir  la  forme  de  l'outil  sur  la  quantité 
d'ouvrage  exécutée  pour  une  dépense  de  travail  donnée. 

89.  Applications  à  la  presse  à  coin.  —  Nous  nous  borne- 
rons à  donner  une  description  sommaire  de  cette  machine 
qui  sert  à  comprimer  certaines  matières  pour  en  réduire  le 
volume. 

La  matière  à  comprimer  M  {Jig.  128)  est  placée  entre  un 
mur  J  et  un  plateau  vertical  faisant  corps  avec  une  poutre  ho- 
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rizontale  I,  dont  H  représente  le  support.  L'extrémité  de 
cette  poutre,  opposée  à  J,  est  taillée  suivant  l'inclinaison  de 
l'hypoténuse  AB  d'un  coin  rectangle  ABC,  dont  l'un  des  côtés 

Fig.  ia8. 


d'angle  droit  est  vertical  et  s'appuie  contre  un  obstacle  K.  On 
comprend  qu'en  exerçant  un  effort  normal  P  sur  la  tête  AB 
on  puisse  comprimer  la  masse  M  à  un  degré  déterminé. 
Soient 

Q  la  réaction  de  M  sur  la  poutre  I,  qui  est  horizontale,  égale 

et  contraire  à  Teffort  de  compression  ; 
N"  la  réaction  normale  du  support  H  sur  I  ; 
f  le  coefficient  de  frottement  correspondant. 

En  ce  qui  concerne  le  coin,  nous  conserverons  les  notations 
du  numéro  précédent. 

En  supposant  5  =  0  dans  la  première  des  formules  (i),  on 
trouve 

(i— /')  sinC  a/cosC 

Si  Ton  remarque  que  la  pièce  I  est  en  équilibre  sous  l'action 
de  Q,  N'',  N''/  et  de  deux  forces  égales  et  opposées  à  N,  N/, 
on  a 

Q  -h  NV-^N/sinC  -  N  cosC  =  o, 
N"  —  N/cosC  —  N  sinC  =  o  ; 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  valeur  ci-dessus  de  N, 

p  _  O  (i-/MtangC^2/  

*^  -  ^  i-/tangC-/'  (/-+-  tangC) 
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formule  qui  fait  connaître  l'effort  que  Ton  doit  exercer  sur  la 
tête  en  coin  pour  vaincre  une  résistance  à  la  compression  dé- 
terminée. 

90.  Des  tiges  guidées.  —  Les  équations  du  n*>  143  de  la 

dv 

deuxième  Partie,  en  y  faisant  -77  =  0,  donnent  la  solution  de 

at 

cette  question;  mais  cette  solution  peut  recevoir  une  simpli- 
fication notable  en  procédant  de  la  manière  suivante  : 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  mouvement  de  la 
tige  considérée  soit  vertical,  qu'elle  s'élève  sous  l'action  d'un 
système  de  forces  ou  de  leur  résultante  appliquée  en  B 

Fig.  lag. 


'0 


N/' 


(fig.  129),  et  dont  nous  appellerons  X,  Y  les  composantes 
horizontale  et  verticale. 
Soient 

2/  la  dislance  des  deux  couples  de  guides.  A,  A,  et  A',  k\  ; 
2  6  l'épaisseur  de  la  tige  ; 

0  le  milieu  de  la  portion  de  son  axe  de  figure  comprise  entre 

AA(,  A'  A I  ; 
df,  X  les  distances  du  point  0  à  Y  et  X; 

/  le  coefficient  de  glissement  que  nous  supposerons  le  même 
pour  les  quatre  appuis;  toutefois,  nous  représenterons  par  y*' 
ce  même  coefficient  pour  A',  A',,  pour  faciliter  la  discus- 
sion, comme  nous  le  verrons  ci-après. 


À 
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Admettons,  sauf  vérification  ultérieure,  que  la  tige  s'appuie 
contre  les  guides  A,  A'  situés  du  même  côté  de  l'axe  de  la 
pièce,  et  dont  nous  désignerons  par  N,  N'  les  réactions  nor- 
males. Nous  aurons  pour  les  conditions  d'équilibre  de  la  tige, 
en  prenant  le  point  0  pour  centre  des  moments. 


(0 
d'où 


X  =  N-f-N',  Y=N/h-NX, 

(N-N')/-  (N/-f.N'/)^-f.Yar-X7=o; 


x[/(/H-/)-r(/^-/)] 


Pour  que  les  choses  se  passent  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, il  faut  qu'après  avoir  supposé/'  =f  on  obtienne  pour  N 
et  N'  des  valeurs  positives;  et,  s'il  en  est  ainsi,  la  première  des 
équations  précédentes  fera  connaître  la  relation  qui  doit  exis- 
ter entre  X  et  Y  pour  que  le  mouvement  de  la  tige  soit  uni- 
forme. 

Mais  supposons,  par  exemple,  que  Ton  obtienne  pour  N' 
une  valeur  négative,  il  faudra  faire  une  autre  hypothèse  sur  le 
choix  des  guides  qui  doivent  fonctionner  ;  celle  qui  offre  la 
plus  grande  probabilité  de  réussir  consiste  à  substituer  A',  à  A'; 
mais  on  voit  de  suite  que  les  formules  (2)  s'appliqueront  au 
cas  actuel,  en  y  remplaçant  N'  par  —  N',  et  comme  le  frotte- 
ment ne  change  pas  de  sens,  /'  par  —  /,  excepté  dans  les 
termes  en  e,  parce  que  le  moment  de  N'/'  change  de  signe.  Si 
l'une  des  valeurs  de  N,  N'  était  négative,  on  essayerait  les  deux 
autres  hypothèses,  dont  l'une  naturellement  doit  réussir. 

91.  Fis  à  filet  rectangulaire.  —  Nous  admettrons,  pour 
fixer  les  idées,  que  Técrou  est  fixe  et  que  l'axe  de  la  vis  est 
vertical.  Nous  supposerons  que  la  vis  est  sollicitée  par  une 
force  Q,  dirigée  suivant  son  axe  [fig.  1 3o),  et,  pour  ne  pas  avoir 
à  tenir  compte  de  frottements  latéraux,  que  celte  force  et  le 
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frottement  sont  maintenus  en  équilibre  par  un  couple  (F,  —  F) 
de  bras  de  levier    perpendiculaire  à  Taxe  ci- dessus. 


r  le  rayon  du  cylindre  de  l'hélice  moyenne  du  filet; 

I  l'inclinaison  de  Thélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe; 

/  le  coefficient  et  a  l'angle  de  frottement  de  la  vis  sur  l'écrou. 

La  saillie  du  filet  étant  relativement  très-faible,  on  peut, 
sans  erreur  appréciable,  supposer  que  les  réactions  normales 
de  l'écrou  sur  ce  filet  se  réduisent  à  des  forces  réparties  sur 
rhélice  moyenne.  Nous  considérerons,  dans  ce  qui  suit,  le  mo- 
ment Fa  comme  positif  ou  négatif  selon  qu'il  tendra  à  faire 
descendre  ou  remonter  la  vis. 

Désignons  par  N  la  réaction  normale  de  l'écrou  sur  la  vis 
correspondant  à  un  élément  de  l'hélice  moyenne. 

i*>  Supposons  d'abord  que  Q  tende  à  faire  descendre  ou 
fasse  descendre  la  vis  d'un  mouvement  uniforme.  Dans  ce 
cas,  c'est  la  partie  inférieure  du  filet  de  l'écrou  qui  réagit  sur 
le  filet  de  la  vis,  et  à  l'inspection  de  la  Jig.  i3o  on  voit  que 
les  conditions  d'équilibre  de  translation  de  la  vis  parallèlement 
à  l'axe  et  de  rotation  autour  de  cet  axe  s'expriment  par 


Fig.  i3o. 


Soient 


Q=  2N  (cos/ -h/sini)  =  (cos/ -f- /sin/)  2N, 
Fa  =  2N(/cosi  —  sin/)r=  r  (/cos/  —  sin/)  2N  ; 
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d'où,  par  réliminalion  de  2N, 


(1)  ¥a  =  Qr-^ — : — =  Qr  tang  (a  — 

Si  ï  <«,  le  couple  devra  tendre  à  produire  le  mouvement; 

Si  i  =  (Xy  la  force  Q  fera  équilibre  au  frottement; 

Enfin,  si  />a,  il  faudra  appliquer  à  la  vis  un  couple  ten- 
dant à  s'opposer  à  un  mouvement  de  descente. 

2<»  Supposons  maintenant  que  la  vis  ait  une  résistance  à 
vaincre  (c'est  ce  qui  arrive  notamment  quand  on  serre  une  vis 
dans  du  bois  ou  du  métal);  nous  devrons,  dans  ce  qui  précède, 
changer  Q  en  —  Q  et  N  en  —  N,  puisque  c'est  la  partie  supé- 
rieure du  filet  de  l'écrou  qui  réagit,  et  enfin  / en  — /,  puisque 
le  frottement  ne  change  pas  de  sens.  On  trouve  ainsi 

/  x  ^  sin/-+-/co8*     ^  .  / 

(2)  ¥a  =  Qr  :— =  Q^'tangfa -h  ;  . 

Pour  que  l'on  puisse  serrer  la  vis,  il  faut  que  Fû>  o  ou 

Pour  i^go*—  a  le  serrage  sera  impossible. 

La  formule  relative  au  dévissage  s'obtiendra  en  changeant 
/en  —  / dans  la  précédente. 

On  arriverait  à  des  résultats  semblables  à  ceux  que  nous 
venons  d'obtenir  en  supposant  la  vis  fixe  et  l'écrou  mobile 
sollicité  par  la  force  Q  et  le  couple  (F,  — F). 

92.  Fis  à  filet  triangulaire.  —  Conservons  les  notations  du 
numéro  précédent  en  considérant  le  premier  cas  que  nous 
avons  examiné. 

Soient  (/g-.  i3i) 

mz  la  verticale  du  point  m  du  filet  où  s'exerce  la  réaction  nor- 
male N; 

mx  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  Taxe  de  la  vis  ; 
mx  la  portion  de  l'horizontale  perpendiculaire  à      située  en 
sens  inverse  du  mouvement  de  rotation  de  la  vis; 
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X  Tinclinaison  du  profil  du  filet  sur  mjr; 

a,  p,  y  les  angles  formés  par  N  avec  mx,  mj,  mz. 

Fig.  i3i. 


En  exprimant  que  la  direction  de  N  est  normale  à  mx,  my^ 
on  a 

cosacos/  -h  cosysinz  =  o, 
cospcos>  -H  COS7  sinX  =  o  ; 


d'ailleurs 
d'où 


008^  a  H-  COS*  P      COS'  7 


COS7  = 


COSa  = 


^ I  -+-  tang*/  tang'7 
 —  tang  I 


v/ 1  -+-  tang^i  -+-  tang'X 

Les  équations  d'équilibre  de  translation  et  de  rotation  sont 
par  suite 

Q=  2  (Nco87-hN/siiii)=  (   ■  '  -+-/sini)  ZN, 


Fû=  r2(N/cosi- 
d'où 


-Ncosa)  =  ^ 


=  f  /C08«- 


yj  I  H-  tang 


;*/-f-tang*X/ 


p  ^  ^  Qj,  /cos/ y/i  -t-  tang'/  -+-  tangU  —  tongf 
/sin/ v^i  -+-  tang'  /  -+-  tang'X  -t-i 

Cette  équation  se  discutera  de  la  même  manière  que  Téqua- 
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tion  (i)  du  numéro  précédenl  à  laquelle  elle  conduit  d'ail- 
leurs, en  supposant  X  =  o. 

93.  Frottement  des  tourillons  sur  leurs  coussinets.  —  La 
considération  du  mouvement  d'un  tourillon  sur  son  coussi- 
net se  ramène  à  celle  d'une  section  faite  par  un  plan  perpen- 
diculaire aux  génératrices. 

Soient  (/g-.  i32) 

Fig.  i32. 


A 

K 


C  le  centre  du  coussinet; 

0  la  position  du  centre  du  tourillon  lorsque  l'arbre  est  au  re- 
pos, le  tourillon  reposant,  par  son  point  le  plus  bas  m,  sur 
son  coussinet; 

p  le  rayon  0  m  du  tourillon. 

Dès  que,  sous  l'action  de  la  force  motrice,  l'arbre  se  met  en 
mouvement,  de  la  gauche  vers  la  droite,  par  exemple,  le  tou- 
rillon roule  à  droite  sur  le  coussinet  jusqu'au  moment  où  sa 
réaction  tangenlielle  atteint  son  maximum,  c'est-à-dire  la  va- 
leur du  frottement  de  glissement. 

Soient  maintenant 

0,  la  position  que  prend  alors  le  centre  du  tourillon; 

/w,  son  point  de  contact  avec  le  coussinet; 

F  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  le  tourillon,  estimée 

dans  le  plan  de  la  figure,  et  qui  passe  nécessairement  par 

le  point  m,; 
N  la  réaction  normale  du  coussinet  en  m,  ; 

m.  i6 
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A  rinlerseclion  de  la  direction  de  F  avec  la  verticale  du 

point  0  ; 
y  Tàngle  connu  mAm,  ; 
9  Tangle  inconnu  mCmi. 

On  a,  d'après  la  figure,  en  se  rappelant  que  Tangle  Cmi  A  est 
égal  à  Tangle  de  frottement  a, 

Ô  =  7  -H  a, 

et,  pour  rétendue  du  roulement, 


comme  on  a  F=:  N  sji-^f  \  le  moment  du  frottement,  pris  en 
valeur  absolue,  a  pour  expression 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  au  frottement  de 
Toeil  d'une  poulie  sur  un  tourillon  fixe. 

94.  Équilibre  des  forces  appliquées  au  treuil  en  ayant  égard 
au  frottement,  —  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que 
Taxe  du  treuil  est  horizontal  et  que  la  résistance  à  vaincre  Q 
est  verticale. 

Soient  [Jig.  i33) 

Fig.  i33. 


P  la  puissance  censée  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire 
à  Taxe; 
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a,  a'  les  dislances  de  ce  plan  aux  milieux  A,  A'  des  portions 
des  axes  des  tourillons  comprises  dans  les  coussinets; 

b,  b'  les  distances  aux  mêmes  points  du  plan  perpendiculaire 
à  Taxe  déterminé  par  la  direction  Q; 

R  le  rayon  de  la  roue  tangentiellement  à  laquelle  agit  la 

force  P; 
r  le  rayon  du  cylindre; 
p  celui  des  tourillons; 

9  Tangle  que  forment  les  directions  de  P  et  Q. 

Le  mode  de  répartition  des  réactions  normales  de  chaque 
coussinet  sur  le  tourillon  qu'il  reçoit  est  inconnu;  mais, 
comme  la  largeur  du  coussinet  est  relativement  faible,  on 
peut,  sans  grande  erreur,  supposer  que  leur  résultante  passe 
par  le  milieu  A  ou  A'  de  la  portion  du  tourillon  renfermée 
dans  le  coussinet.  Désignons  par  N,  N'  les  réactions  normales 
des  coussinets  en  A,  A\ 

La  force  Q  se  décompose  en  deux  autres  parallèles  à  sa  di- 
b'  b 

reciion  Q  ^  ^  Q  ^-^7^'  comprises  dans  les  plans  (S),  (S') 
perpendiculaires  à  Taxe  en  A,  A'  ;  la  force  P  se  décompose 
de  la  même  manière  en  deux  forces  parallèles  P 


a 


^,  comprises  dans  ces  mêmes  plans.  Mais  la  première 
d'entre  elles,  par  exemple,  peut  être  considérée  comme  la 
résultante  des  forces  verticale  et  horizontale  P — - — >  coso, 
cl' 

p  :  sin©.  II  suit  de  là  que  la  résultante  des  forces  com- 

prises  dans  le  plan  (S),  qui  passe  nécessairement  par  le  milieu 
de  Tarêle  de  contact  du  tourillon  et  du  coussinet,  a  pour  ex- 
pression 


a  -k-  a'  ' 


en  remarquant  que  b  -\-  b'=  a-\-  a'  ;  le  moment  du  frottement 
est  par  suite 

-Nfp  =  '^^  P  rt'  cos  q>  H-  y  ^'      V'  a"  siii='  <i . 

16. 
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On  obtiendrait  de  même,  pour  le  moment  du  frottement  rela- 
tif à  l'autre  tourillon, 

-N'/p  =  -   v/(P«cos(p-^  Q6)^^PaWy. 

L'équation  des  moments  est  par  suite 

PR  -Qr  [v/( P «'  cos ?  -+-  y  6' ?'a"  sin'' <p 

-hy^  (PflCos<p  -+-  Q6)^-i-  P^rt^sin^**?]  =  o. 

Si  les  forces  P  et  Q  sont  parallèles  ou  si  ç  —  o,  l'équation 
précédente  devient 

et  fera  connaîire  l'effort  P  qu'il  faut  exercer  tangentiellement 
à  la  roue  pour  faire  équilibre  à  la  résistance  utile  Q  et  aux 
frottements  des  tourillons. 

Mais,  si  cp  n'est  pas  nul,  en  faisant  disparaître  les  radicaux, 
l'équation  (i)  est  du  quatrième  degré  eti  P,  de  sorte  que  la  so- 
lution du  problème  est  assez  compliquée;  mais  on  peut  la  sim- 
plifier en  remplaçant,  par  approximation,  en  vertu  d'un  théo- 
rème dû  à  Poncelet,  chacun  des  radicaux  par  une  fonction 
linéaire  des  racines  des  deux  carrés  qu'il  renferme  (*),  ce  qui 
sera  généralement  possible,  car  une  discussion  simple  per- 
mettra généralement  de  voir  a  priori  quelle  doit  être  la  plus 
grande  de  ces  deux  racines.  Supposons,  par  exemple,  que  dans 
chaque  radical  le  premier  carré  soit  supérieur  au  second  ; 
nous  aurons,  pour  déterminer  P,  l'équation 

(2)      PR  -  Qr=:  [o,96(Pcos<p  -f-Q)  -h  o,4oPsinç], 

en  commettant  une  erreur  relative  au  plus  égale  à  terme 
dû  au  frottement,  qui  est  déjà  relativement  petit. 

On  peut  encore  opérer  autrement  en  négligeant  devant 
l'unité  le  carré  du  frottement,  qui  est  toujours  une  petite  frac- 


(*)  Voir  la  Note  placée  à  la  fin  du  Chapitre. 
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lion.  En  supposant  f=o,  Téqualion  (i)  donne,  comme  pre- 

mière  approximation,  P  =  Q  rr  ;  en  portant  cette  valeur  sous  les 

it 

radicaux,  on  trouve 

Enfin,  si  dans  l'équation  (i)  on  suppose  a  =  a' =i  6  =  6', 
r  =  R,  elle  devient  celle  de  la  poulie,  dont  nous  nous  occu- 
perons plus  loin  d'une  manière  spéciale,  en  tenant  compte  en 
même  temps  du  frottement  et  de  la  roideur  des  cordes. 

95.  Du  frottement  des  épaulements  et  des  pivots.  —  Soient 
Q  la  résultante  des  eiforts  longitudinaux  qui  agissent  sur  un 
arbre;  r„  r«  les  rayons  extérieur  et  intérieur  d*un  épaulement; 
dans  le  cas  d'un  pivot,  on  supposera  r.  =  o. 

Comme  on  ne  connatt  pas  le  mode  de  répartition  des  pres- 
sions de  l'épaulement  sur  le  palier,  on  fait  une  hypothèse  qui 
consiste  à  supposer  que  ces  pressions  sont  uniformément  ré- 
parties sur  la  surface  de  contact. 

Mais  alors  on  retombe  sur  le  problème  résolu  au  n®  147  de 
la  deuxième  Partie,  et  Ton  a  pour  le  moment  du  frottement 

'^nf^'  —  ^î      î  ^^r?-^-r,r,-4-r^ 
3  -  rl  ~  3  r,  -H  r. 

Si  Ton  appelle  r'  le  rayon  '  ^  *  delà  circonférence  moyenne 

de  la  zone  de  contact;  /  la  largeur  r,  —  r©  de  cette  zone,  on 
reconnaît  sans  peine  que  le  facteur  de  Qf  ou  le  bras  du  levier 
moyen  du  frottement  prend  la  forme 


et  Ton  voit  que  Ton  pourra  prendre  cette  longueur  égale  à  r' 
toutes  les  fois  que  /  sera  petit  par  rapport  à  ce  rayon. 
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96.  Du  frottement  dans  les  articulations,—  Soieni  (^g'.i34) 
BA,  AB'  deux  pièces  arliculées  en  A  ; 


p  le  rayon  de  l'articulalion; 

S,  S'  les  cenlres  inslanlanés  de  BA,  AB',  tous  deux  situés  sur 
la  normale  à  l'élément  que  décrit  le  centre  de  l'articula- 
tion; 

ck),  w'  les  vitesses  angulaires  correspondantes. 

Concevons  que  Ton  imprime  à  tout  le  système  une  rotation, 
autour  de  S,  égale  et  contraire  à  w,  de  manière  à  ramener  BA 
au  repos;  la  pièce  AB'  tournera  alors  autour  du  point  fixe  A 
avec  la  rotation  w'  w,  et  le  glissement  élémentaire  de  l'arii-. 
culalion  sera  ±:p(w'— w)  rf^  en  prenant  le  signe  ±:  selon 
que  Ton  aura  ck)'>o.  Si  F  est  la  résultante  des  forces  qui  agis- 
sent sur  AB',  le  travail  élémentaire  du  frottement  sera 

Appliquons  ces  considérations  à  l'excentrique  circulaire  en 
nous  reportant  aux  n"»  34  et  35,  dont  nous  conserverons  les 
notations,  et  à  la  Jig.  78. 

Nous  avons  trouvé  pour  la  vitesse  angulaire  instantanée  de 
la  bielle 

,  wR 


or  on  a 


AS  =        =  sinABO  -  s  sinô, 


BK  =  L  cosABO  =  L  (1  -  is* 
en  négligeant  la  quatrième  puissance  de  l'obliquité;  d'où 
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par  suite 

w'=  wccos0(i  H-  i«*  sin'0). 
On  aura  alors,  pour  le  travail  élémentaire  dû  au  frottement, 

•  ^     (l  —  i  COSÔ  —  T  6*  Sin'Ô  0080)  wcft 

ou,  comme  (ùdt  =  dO, 

(i)  -Z/L=  (i-scos0-is»8in'0cos0)rf0. 

« 

Supposons  en  particulier  que  Tobliquité  soit  assez  faible 
pour  en  négliger  le  cube,  et  que  le  mouvement  soit  déterminé 
par  une  force  constante  P  appliquée  en  B,  et  dont  le  sens 
change  après  chaque  demi-révolution  ;  F  sera  la  résultante  de  P 
et  de  la  réaction  normale  N  des  patins  sur  les  glissières,  en 
négligeant  le  frottement  correspondant;  décomposons  la 
force  P  en  deux  autres,  Tune  normale  à  OB  qui  détruira  N, 
et  l'autre  dirigée  suivant  AB,  et  qui  ne  sera  autre  chose  que  F  ; 
mais  celte  dernière  a  pour  expression 


?(!-+- ig'sin'ô), 


cosABO 

de  sorte  que  le  travail  élémentaire  (i)  devient 

-ÙI=  (i  —  6  cos9  -4-  i    sin'9)  dB. 

Pour  une  demi-révolution  le  travail  sera  l'intégrale  de  cette 
expression  prise  entre  les  limites  d  =  o,  9  =  tt, 


97.  Du  frottement  dans  les  engrenages  cylindriques.  — 
Nous  ne  considérerons  que  le  cas  d'un  engrenage  extérieur; 
celui  d'un  engrenage  intérieur  s'en  déduira  en  changeant  le 
signe  du  plus  grand  des  rayons  des  circonférences  primi- 
tives. 
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Soienl  [fig.  i35) 

0',  0  les  centres  de  la  roue  menante  et  de  la  roue  conduite, 
la  rotation  de  cette  dernière  étant  censée  avoir  lieu  de  la 
gauche  vers  la  droite  ; 

R',  R  les  rayons  des  circonférences  primitives  de  ces  roues; 

A  le  point  de  contact  de  ces  circonférences; 

m  le  point  de  contact  des  protils  ma'  de  la  roue  0',  et  ma  de 
la  roue  0. 

p  la  normale  mA; 

9  son  inclinaison  sur  mO; 

ds  l'arc  décrit  dans  le  temps  dt  par  un  point  de  Tune  ou  l'autre 
des  circonférences  primitives; 


P,  Q  les  efforts,  respectivement  équivalents  à  la  puissance  et 

à  la  résistance  utile,  tangents  aux  circonférences  0,  O'; 
N  la  réaction  normale  de  la  dent  ma  sur  ma'  ; 
N'  la  réaction  égale  et  contraire  de  ma'  sur  ma; 
f  le  coefficient  de  frottement. 

Les  frottements  N/,  Wf  étant  directement  opposés,  il  suffit 
de  trouver  la  direction  de  l'un  pour  obtenir  celle  de  l'autre. 
Le  glissement  de  ma  sur  ma'  ayant  lieu  vers  la 


Fig.  i35. 
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gauche,  les  directions  de  N'/,  N/  sont  respeclivemeni  di- 
rigées vers  la  droite  et  vers  la  gauche,  comme  l'indique  d'ail- 
leurs la  figure. 

Soient  H  et  H'  les  projections  de  0'  et  0  sur  les  directions 
de  N  et  N',  on  a 


Mais  on  a,  pour  exprimer  que  les  forces,  qui  sollicitent  les 
roues  0  etO'  considérées  comme  libres  autour  de  leurs  axes 
respectifs,  se  font  équilibre, 


Si  / était  nul  on  aurait  P  =  Q;  la  force  tangente  à  la  circon- 
férence primitive  0'  équivalente  au  frottement  est  donc 
F=zP  — Q,  et  l'on  a 


Soient 

A,  le  point  de  la  circonférence  primitive  0'  qui  doit  succé- 
der à  A  sur  la  ligne  des  centres  au  bout  du  temps  J/; 
A, m,  la  normale  abaissée  de  ce  point  sur  mal  ; 
I  la  projection  de  A  sur  cette  normale. 


0'H'=  R'sin<p,         OH  =  Rsin<p; 
H'/;i  =  R'  cos<p  H-  /?,   H/w  =  R  cosf  —  /?. 


PR  =  N.0'H'-hN/.H'/7?, 
QR=  N'.OH  -+-N'/.H/w, 


ou,  en  se  rappelant  que  N  =  N', 


d'où 


On  a 


AA,=  «^j,  A,I  =  r//?, 
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et  dans  le  triangle  AiÂI 

(I)  ds=--^> 

Le  travail  élémentaire  F ef^  du  frottement  a,  par  suite,  pour 
expression 

et  le  travail  total,  en  supposant  constante  la  résistance 

J   sin?|  sin^H-/lcos?  — ^JJ 

Le  profil  des  dents  de  la  roue  0  pouvant  être  défini  par 
une  équation  de  la  forme  /?=:F((p),  la  détermination  de  Gyse 
ramène  à  une  quadrature;  l'intégration  peut  s'effectuer  pour 
les  engrenages  à  flancs,  à  développante  de  cercle  et  à  lan- 
terne mais  nous  nous  bornerons  à  donner  la  solution  ap- 
prochée  admise  dans  la  pratique. 

Si  nous  négligeons  le  carré  de/,  qui  est  ordinairement  infé- 
rieur à       on  a 

Cette  formule  montre  déjà  que  pour  l'étendue  du  con- 
tact d'un  couple  de  dents,  sera  d'autant  plus  faible  que  p  restera 
plus  petit.  Il  y  a  donc  avantage,  en  vue  de  diminuer  le  travail 
absorbé  par  le  frottement,  à  réduire  à  peu  de  chose  l'étendue 
du  contact  entre  deux  dents;  dans  ces  conditions,  <p  s'écar- 
tant  très-peu  de  sa  valeur  90  qui  correspond  au  moment  où 
le  contact  a  lieu  sur  la  ligne  des  centres,  l'équation  (i)  peut, 
par  approximation,  être  remplacée  par  la  suivante  : 

dp  =  sin<po(/î,   d'où  p  =  sintpjj, 


(^*)  Voir,  à  ce  sujet,  mon  Mémoire  sur  le  frottement  des  engrenages  coniques 
et  de  la  dis  sans  fin  {Journal  de  V  École  Polytechnique,  XXXIII"  Cahier). 
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ei  réqualion  (3)  par 
d'où 

expression  dans  laquelle  s  est  censé  représenter  le  pas  de 
l'engrenage.  Le  travail  utile  étant  ^«=Qi,  l'expression  pré- 
cédente peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  n,  n'  les  nombres  de  dents  des  roues  0'  et  0; 
on  a 

/25=27rR,         =  27r  R', 

d'où 

Telle  est  la  formule  que  Ton  emploie  dans  les  applications 
pour  apprécier  le  travail  absorbé  par  le  frottement. 

Cette  formule  (6)  s'applique  également  dans  le  cas  d'un 
engrenage  intérieur,  en  changeant  de  signe  le  plus  grand  des 
nombres  n  et  n\ 

98.  Du  frottement  dans  les  engrenages  coniques.  —  Soient 
ijtg.  i36) 

SO',  SO  les  axes  de  la  roue  menante  et  de  la  roue  conduite; 

w',  w  les  rotations  de  ces  deux  roues  qui  ont  lieu  respective- 
ment de  la  droite  vers  la  gauche  et  de  la  gauche  vers  la 
droite  pour  l'observateur  couché  successivement  suivant  SO' 
et  suivant  SO  en  ayant  la  tête  en  S  ; 

SA,  Sm  les  génératrices  de  contact  des  cônes  primitifs  et  d'un 
couple  de  dents  auxquelles,  comme  on  le  sait,  le  plan  SA  m 
est  normal; 

P,  Q  les  forces  équivalentes  à  la  puissance  et  à  la  résistance 
utile,  respectivement  tangentes  à  deux  circonférences  des 
cônes  SO',  SO  passant  par  un  même  point  A  de  l'arête 
de  contact  SA; 
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r',  r  les  rayons  0' A,  OA  de  ces  circonférences; 
û',  a  les  angles  connus  O'SA,  OSA; 
a  l'angle  AS  m; 

9  l'angle  des  deux  plans  SAO,  SA  m; 

A  m  la  normale  menée  aux  dents  par  le  point  m  ; 

ma! y  ma  les  lieux  des  pieds  des  normales  abaissées  des  points 

des  circonférences  O'A,  OA  sur  les  dents  correspondantes; 
N  la  réaction  normale  de  la  dent  Sma  sur  la  dent  Sm'a\  qui 

est  égale  et  de  sens  contraire  à  l'action  N'  exercée  par  la 

seconde  dent  sur  la  première; 
n  le  point  d'application  de  N'; 
/le  coefficient  de  frottement  des  dents. 

Fig.  i36. 


I'l' 


En  déterminant  le  sens  du  glissement  de  la  dent  S  ma  sur 
la  dent  Sma'  considérée  comme  fixe,  ainsi  qu'on  l'a  fait  pour 
les  engrenages  cylindriques,  on  détermine  le  sens  de  N'/,  tel 
que  l'indique  la  figure,  par  suite  celui  de  N/. 

Par  le  point  K  où  la  direction  de  N  rencontre  SA,  menons 
les  perpendiculaires  KF,  Kl  à  SO',  SO,  en  prolongeant  la  pre- 
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mière  en  Kx  au  delà  de  A;  la  perpendiculaire  K/  au  plan  des 
axes,  el  la  parallèle  Kz  à  Taxe  SO'. 

Les  angles  trièdres  SKnx,  SK/i/,  ayant  pour  sommet  le 
point  K,  donnent 

cos(N,  a:)  =  —  cos«K^  =■  sinasiiifl'—  cosacosât'sinf , 

cos(N,  y)  =  —  cosnKj'  =  cosasinç . 

En  menant  la  parallèle  KRx  à  N/,  l'angle  trièdre  SKH, 
dont  K  est  1  e  sommet,  donne  également 

cos(N /,  x)  =  cos'HKx  =  cosasin^. 
Enfin  il  est  visible  que 

Abaissons  du  point  n  la  perpendiculaire  ni  au  plan  SK^,  la 
perpendiculaire  np  à  SA;  ni  est  le  bras  de  levier,  par  rapport 
à  SO',  de  la  composante  de  N/  parallèle  à  Kx;  le  triangle  npl 
donne 

KF 

ni  =  np  sin^  =  nS  sina  sin<p  =  SKcosasina  8in<ï>  =  ^7^,  sinacosasiiKp. 

Si  J  est  la  projection  de  n  ou  /  sur  K:p,  TJ  est  le  bras  de  le- 
vier de  la  composante  de  N/ parallèle  à  Kj.  Or 

rj  =  l'K  -4-  KJ  =  l'K  -h  nK  cos'^x  =  l'K  -h  SK  sina  cos^K^ 

/  cîn  /y  f*f\( 


l        Sina  C0S/2Kj:\ 

IK    iH  : — -,  ); 


d*oii,  en  remplaçant  cosnK^r  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut, 

l'J  =  l'K  (cos'a     sina  cosa  cotfl'  cos<p). 

L'équation  des  moments  appliquée  à  la  roue  SO'  est 
Pr'-  Ncos(N,7)  l'K  -  N/cos(N/,  x)  ni -Nfcos(Nf,x)  l'J  =  o, 
ou,  en  vertu  des  valeurs  que  nous  venons  de  déterminer, 

(i)     Pr'  =  l'K  (cosacoSf -h/ coSf  cos'a  h- /cota' sina  cosa)  N. 

On  aurait  à  faire  un  calcul  Identique  pour  la  roue  SO;  ce- 
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pendant  la  formule  relative  à  cette  roue  peut  se  déduire  im- 
médiatement de  la  figure  et  de  la  formule  (i),  en  vertu  d'une 
certaine  analogie  qu'il  est  facile  d'établir.  Quoi  qu'il  en  soit, 
on  a 

(2)  Qr~  IK(cosasin<p  -h /cos<pcos'a  — /cotasinacosa)N'. 

Des  formules  (i)  et  (2)  on  déduit,  en  remarquant  que 

P      8in<p -+-  /cos<p  cosa  sina -+-  /cotfl' sina 
Q  "~~     sin<j>  -f-/cos<p  cosa  —  / cota'sina 

Si  le  frottement  était  nul,  on  aurait  P  =  Q;  la  différence 
F  =  P  —  Q  représente  donc  la  valeur  de  la  force  tangente  à  la 
circonférence  O'A  équivalente  au  frottement,  et  l'on  a 

V    nr  sinafeot/z-HCot^') 

(3)  V  =  QJ-r- 


sin<p-+-/cos^  sina  —  /cotasina 

On  peut  mettre  cette  expression  sous  une  autre  forme;  me- 
nons, à  cet  effet,  au  point  0  dans  le  plan  OSO'  une  perpendi- 
culaire à  SA  limitée  en  L'  et  L  à  SO',  SO,  et  posons 

R'=AL',   R  =  AL,   p  =  Xm; 

nous  aurons 

/  /  \  •        P         t  _/    AS  .AS 

(4)  sina=-^,    cotrt'=-j^)  cotrt=-|^5 


par  suite 

(5)  F  = 


r  f  ' 

sin^  H-y  COS<ï>  cosa  —  '^P 


formule  aussi  simple  que  celle  qui  lui  correspond  dans  la 
question  des  engrenages  cylindriques,  et  sur  laquelle  on  re- 
tombe d'ailleurs  en  supposant  a  =  o. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  l'expression  du  tra- 
vail élémentaire  ¥ds  du  froiiemeni,  ds  étant  l'élément  de  la 
circonférence  OA.  Soient  (Jig,ï3G  et  137)  SA  m,  SA,  m,  deux 
plans  normaux  à  la  surface  de  la  dent  S  ma'  menés  par  deux 


CALCUL  DBS  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  MACHINES,  ETC.  255 

points  A,  A,  distants  de  ds  de  la  circonférence  0' A;  nous  au- 
rons 

AS/w  =  a,    A,S/w,  =  a-t- ^/a. 

Soit  AA,  m/n,  le  quadrilatère  sphérique  déterminé  par  les 
quatre  droites  SA,  SA,,  Sm,  Sm,  sur  la  sphère  de  centre  S  et 


Fig.  137. 


d'un  rayon  égal  à  SA.  Les  éléments  de  surface  AAt 
sont  perpendiculaires  au  plan  SA  m,  et  la  projection  de  Taire 
SA,  m,  sur  le  plan  SA  m,  peut  être  considérée  comme  étant 
égale  à  elle-même;  et  comme  Taire  SA  m  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  projections  des  aires  SA,  m,,  SAA,  sur  son  plan,  on  a 

SA»       SX\       ^  ,     SA  ^  . 

 a  =   (a  -+-  aoL)  ds  siïKp, 

22  2 

d'où 

(6)  rf,=.SA4^==R'?5!i^  =  R5^ 
^  '  sin^  siny  sinep 

ou  encore,  en  vertu  de  la  première  des  relations  (4  )> 

(7)  ds=—^^ 

cosasm<j) 

Les  formules  (3)  et  (6)  donnent  la  suivante  : 

Frf5  =  Q/{R'cotV-+-Rcot»û)  -.—r-.  .   T—r— — 

^  '  sin^p(sin<j) -i-/cos^cosa  —  ycotûrsina) 

et  Ton  a  pour  le  travail  total  dû  au  frottement 

^    ^-^  ^  '  Jq   8in<j>(sin(pH-y  cosf  cosx— y  cotasina) 
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formule  dans  laquelle  on  devra  remplacer  9  par  son  expres- 
sion en  fonction  de  a,  qui  définit  la  nature  de  Tengrenage. 

L'intégration  peut  s'effectuer  lorsque  la  surface  SA  m  est  un 
plan  méridien  ou  une  développante  de  cône;  mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à  ce  détail  (  *  )  qui  offre  peu  d'intérêt. 
Mais,  comme  il  est  visible  que  le  travail  du  frottement  pour 
rétendue  d*un  contact  est  d'autant  plus  petit  que  les  dents 
sont  plus  courtes  ou  que  a  est  plus  petit,  nous  suppose- 
rons, comme  cela  a,  lieu  d'ailleurs  dans  la  pratique,  cet 
angle  assez  faible  pour  qu'on  puisse  considérer  son  cosi- 
nus comme  égal  à  l'unité.  Alors  les  formules  (5)  et  (7)  de- 
viennent 


Or  ce  sont  précisément  les  mêmes  que  celles  qui  se  rappor- 
tent à  un  engrenage  cylindrique  dont  les  rayons  des  circonfé- 
rences primitives  seraient  R'  etR;  nous  n'avons  donc  qu'à 
nous  reporter  au  numéro  précédertt,  dont  la  formule  (5)  s'ap- 
plique, par  suite,  aux  engrenages  coniques  comme  aux  engre- 
nages cylindriques. 

99.  Du  frottement  dans  la  vis  sans  fin,  —  Nous  suppose- 
rons, pour  fixer  les  idées,  que  les  axes  de  la  vis  00  et  de  la 
roue  O'O'  (fig^  i38)  sont  horizontaux;  que  le  pas  de  la  roue 
est  assez  petit  pour  que  l'on  puisse  sans  erreur  sensible  con- 
sidérer le  contact  entre  une  dent  et  le  filet  comme  ayant  lieu, 
sur  toute  son  étendue,  dans  le  plan  passant  par  00  et  per- 
pendiculaire à  O'O',  et  par  conséquent  sur  une  même  hélice 
du  filet;  c'est  seulement  dans  ce  cas,  d'ailleurs,  que  l'engre- 
nage est  sensiblement  exact. 

Soient  {fig.  i38) 

R,  R',  r  les  rayons  de  la  manivelle,  de  la  roue  et  du  cylindre 
de  l'hélice  sur  laquelle  le  contact  a  lieu; 


F  = 


(*)  Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire  cité  ci-dessus. 
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P  la  force  motrice  agissant  sur  la  manivelle  de  la  droite  vers 
la  gauche; 

Q  la  force  équivalente  à  la  résistance  utile,  tangente  à  la  cir- 
conférence de  la  roue; 
w,  m'  les  vitesses  angulaires  autour  de  la  vis  et  de  la  roue; 
/  l'inclinaison  de  l'hélice  sur  la  section  droite  du  cylindre. 


La  relation  entre  P  et  Q  devant  varier  très-peu  avec  la  posi- 
tion du  contact,  en  raison  de  Thypothèseque  nous  avons  faite, 
nous  rétablirons  pour  le  cas  où  le  contact  a  lieu  en  A,  sur  la 
perpendiculaire  commune  aux  deux  axes  ;  les  actions  normales 
égales  et  contraires  N,  N'  du  filet  sur  la  dent  et  de  la  dent  sur 
le  filet,  de  même  que  les  frottements  N /,  N'/,  se  trouveront 
alors  comprises  dans  le  plan  tangent  horizontal  au  cylindre 
suivant  la  génératrice  passant  par  A. 

Le  sens  de  N'/  étant  l'inverse  de  celui  du  glissement  du 
filet  sur  la  dent  ou  de  la  résultante  des  vitesses  wr,  —  w'R', 
ce  frottement  est  dirigé  comme  l'indique  la  figure.  La  com- 
III.  17 


Fig.  i38. 


0 
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posante  de  N'  et  N'/,  parallèle  à  O'O',  ayant  pour  expression 
N'sini -+-N'/cos/,  on  a  pour  Téquilibre  de  la  vis 

PR  =  N'  (  sin/  -h/ cos/)  r. 

La  composante  deN  et  N/,  parallèle  à  00,  étant  N  cos /—N/sin/, 
réquation  d'équilibre  de  la  roue  est 

QR'=N(co8/-/sinOR'; 

d'où 

.  .  P  _  sin/-h/cos/  r 

^  '  Q  ~~  cos/— /sini  r' 

ou  encore,  en  appelant  a  l'angle  de  frottement, 

P  r 

(2)  _     _  tang(i-+- a). 

Pour  que  les  choses  se  passent  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, il  faut  que  ce  rapport  soit  positif  ou  que  l'on  ait 

'<90**-a; 

autrement  il  faudrait  changer  le  sens  de  P  pour  maintenir  Q 
en  équilibre. 

Le  déplacement  élémentaire  de  w'  R'  rf^,  d'un  point  de  la  cir- 
conférence de  la  roue,  détermine  le  déplacement  w'R'coti.c// 

du  filet,  et  celui  delà  manivelle  est,  par  suite,  w'R' —  cot/.rf/ ; 

on  a  donc,  par  le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur, 

^  ^  T,„      tangt/  +  «) 

Si  l'on  désigne  par  h  le  pas  de  la  vis,  on  a 

tang;  ^   , 

°  271/- 

valeur  que  l'on  pourra  substituer,  si  l'on  veut,  dans  les  équa- 
tions (i),(2),  (3). 

Ces  mêmes  équations  s'appliquent  encore  au  cas  où  la  roue 
conduit  la  vis,  en  y  changeant  /  en  —/  ou  a  en  —  a,  et  l'on 
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reconnatl  alors  que,  pour  que  le  mouvement  soit  possible,  il 
faut  que  2  >«. 

100.  Frottement  d'une  corde  sur  un  cylindre,  —  Supposons 
{Jig.  iSg)  qu'une  corde,  censée  réduite  à  son  axe,  glisse  sur 
la  section  droite  A/nB  d'un  cylindre  quelconque. 


To,  T,  les  tensions  motrice  et  résistante  des  brins  extrêmes 
de  la  corde,  tangentes  respectivement  en  A  et  B  au  cylindre  ; 

T  la  tension  en  un  point  quelconque  m  de  la  corde,  compris 
entre  A  et  B; 

(p  Tangle  mCA  formé  par  les  normales  en  m  et  A  ; 

mm',  m' m"  deux  éléments  consécutifs  de  la  corde  égaux  à  ds, 
en  pariant  du  point  m  et  se  dirigeant  vers  B. 

La  tension  en  m' dirigée  suivant  m' m"  est  T  4-  -7-  dsy  et  fait 

as 

l'angle  rfcp  avec  la  direction  de  T  ;  en  exprimant  que  les  forces  T, 


T-\--j-ds\  font  équilibre  à  la  réaction  normale  Nrf*  du 


cylindre  et  au  frottement  N / ds,  on  a,  en  projetant  sur  les 
directions  de  T  et  de  Ne/*, 


Fig.  189. 


c 


Soient 


(0 


d'où,  par  l'élimination  deN, 


'7- 
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et  enfin,  en  intégrant» 

(SI)  T=T.e'f9  (•). 

Si  Ton  désigne  par  9.  l'angle  formé  par  les  normales  en  A  et  B, 
on  a 

(3)  T,  =  T.^/^, 

et  Ton  voit  qu'il  n'y  aura  pas  glissement  ou  tendance  au  glis- 
sement tant  que  l'on  aura 

(4)  T,<T,^/?.. 

Les  formules  que  nous  venons  d'établir  s'appliquent  encore 
avec  une  grande  approximation  au  cas  où  la  corde  fait  plu- 
sieurs tours  en  spires  jointives,  à  la  condition  de  donner  à  f  un 
accroissement  de  271  par  spire,  attendu  que  l'on  peut,  sans 
grande  erreur,  considérer  une  spire  comme  comprise  dans  un 
plan  perpendiculaire  aux  génératrices  du  cylindre.  Si  n  est  le 
nombre  entier  ou  fractionnaire  de  tours  que  fait  la  corde  sur 
le  cylindre,  on  a  «  =  27r/i  et 

T,  =  T,  e-'^^f. 

Ainsi,  pour  une  valeur  donnée  de  T.,  la  résistance  T,  di- 
minue très-rapidement  quand  n  croît;  c'est  ce  qui  explique 
comment,  en  tenant  par  un  bout  un  câble  faisant  quelques 
tours  sur  un  pieu  vertical  fixe,  on  peut,  en  exerçant  un  efforl 
irès-faible  ïi,  ralentir  le  mouvement  et  arrêter  en  peu  de 
temps  un  bateau  fortement  chargé,  animé  d'une  vitesse  no- 
table et  auquel  se  trouve  accrochée  l'autre  extrémité  du  câble. 

101 .  De  la  vitesse  des  différents  points  de  la  corde,  en  tenant 
compte  de  son  élasticité  et  de  son  inertie,  —  Soient  dv  un 
élément  de  longueur  de  corde  à  l'état  naturel;  dso,  ds  ce  qu'il 
devient  lorsqu'il  est  soumis  aux  tensions  To,  T. 


(*)  Nous  sommes  déjà  arrivé  à  cette  formule  au  n^'  93  de  la  deuxième  Partie, 
au  changement  près  de  a  en  ^,  sans  donner  à  la  constante  /  la  signification 
actuelle  de  coefficient  de  frottement  ;  mais  nous  avons  cru  devoir,  pour  plus  de 
clarté,  reprendre  directement  la  question  au  point  de  vue  où  nous  devons 
maintenant  nous  placer. 
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Sous  l'action  de  la  tension  da  éprouvera  un  allongement 
relatif,  proportionnel  à  cette  tension;  de  sorte  que,  si  nous 
désignons  par  k  une  constante,  nous  pourrons  écrire 

d'où 

Si  le  brin  To  A  se  dégage  de  ds^  du  cylindre  dans  le  temps  dt, 

sa  vitesse  sera  Vo  =       mais,  comme  la  masse  de  la  portion 

A  m  de  la  corde  est  constante,  et  que  la  section  et  la  densité 
de  la  corde  ne  varient  pas  sensiblement,  il  faut  qu'il  passe 
en  m  dans  le  même  temps  dt  la  longueur  ds;  la  vitesse  en  ce 

ds 

point  est,  par  suite,  ou 

D'après  M.  Kretz  ),  on  a,  en  désignant  par  A  la  section  esti- 
mée en  millimètres  carrés, 

k  =         pour  les  courroies  ayant  servi  quelque  temps. 

/•  =  ~-  pour  les  courroies  neuves. 

Comme  on  ne  doit  pas,  en  vue  de  la  sécurité,  faire  sup- 
porter à  une  courroie  de  cuir  une  charge  supérieure  à  o^»,25 
par  millimètre  carré,  il  faudra  satisfaire  à  la  condition 

T<o,25A, 

et  l'on  voit,  par  suite,  que  kT  sera  toujours  une  petite  frac- 
tion, dont  on  pourra  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
première. 

£n  supposant  la  vitesse  Y»  constante,  et  en  désignant  par  p 
le  rayon  de  courbure  du  cylindre  au  point  m,  nous  aurons  res- 


(')  Annales  des  Mines,  1862,  i**"  volume. 
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pectivement,  pour  les  composantes  tangentielle  et  normale  du 
point  correspondant  de  la  corde 

dt  X-T,  d(f  ds  dt  ~  I  -h  A  T,    p    dy         p  df^^ 

En  appelant  p  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  la  corde, 
il  est  facile  de  voir  qu'au  lieu  des  équations  (i)  on  a  les  sui- 
vantes : 

ds  g     p  dy 

d'où,  par  l'élimination  de  N, 

(i^l^Vj)  ^T+/-jT-|v;[i  +  2X(T-TJ]j^y=o. 
Si  nous  posons 

|/,"/(.-1«vi), 

l'équation  précédente  devient,  au  degré  d'approximation  con- 
venu, 

(7)  rfT-/.(T-T)-_-o, 
d'où 

(8)  T-T  +  (T,-T)e-/.T, 
et  enfin 

I  H-  /'  1 Q 

La  vitesse  V  diminue  donc  très-rapidement  (mais  d'autant 
moins  que  Vo  est  plus  grand),  quand  9  augmente  et  atteint 
bientôt  une  valeur  peu  différente  de  la  limite 

/    X  V  VJi-+-Xt) 
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qui  se  réduit  à 


lorsqu'on  néglige  Tinertie. 

102.  Courroies  sans  fin.  —  Soient  [fig.  i^o) 


Fig.  i4o. 


0.  0'  les  centres  de  la  poulie  menante  et  de  la  poulie  con- 
duite, la  droite  .00'  élanl  censée  horizontale  pour  fixer  les 
idées; 

R,  R'  leurs  rayons; 

a,  a'  les  rayons  des  cercles  de  centres  0,  0',  auxquels  on  peut 
supposer  que  la  puissance  P  et  la  résistance  Q  sont  tan- 
gentes; 

y,  ô  les  angles  que  forment  les  directions  de  ces  deux  forces 
considérées  comme  positives  ou  négatives,  selon  que  P  et  Q 
sont  situés  à  droite  ou  à  gauche  de  la  verticale; 

Ao,  k\  les  points  de  tangence  des  poulies  0,  0'  avec  le  brin 
conducteur,  c'est-à-dire  celui  qui  se  dégage  à  chaque  instant 
de  0'  pour  s'enrouler  sur  0. 

A,,  A',  les  points  de  contact  correspondants  relatifs  à  l'autre 
brin; 

p,  p'  les  diamètres  des  tourillons  des  poulies  0,0'; 
/,  le  coefficient  de  frottement  de  ces  tourillons  sur  leurs  cous- 
sinets. 

Nous  supposerons  que  la  courroie  est  suffisamment  tendue 
pour  que  l'on  puisse  considérer  ses  deux  brins  comme  recli- 
lignes  et  nous  désignerons  par  X  les  angles  qu'ils  forment  avec 
la  ligne  des  centres  00'  de  part  et  d'autre  de  sa  direction. 

La  poulie  0  est  sollicitée  par  la  force  P,  par  les  tensions  T„ 
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T,  des  brins  AoA'^,,  A,  A',  qui  agissent  respeclivemenl  comme 
résistance  et  puissance,  et  que  l'on  peut  supposer  appliquées 
en  A„  A;  de  sorte  que  l'on  a  pour  l'équation  relative  à  Téqui- 
libre  de  celte  poulie 

Pa-H(T,-TJR 

-  v^[Pcos7  ^^T„  -  T.)  sinXp-t-  [(T.-i-T.)  cosX  -  PsinvJ^^ 

Les  tensions  To,  T,  agissant  respectivement  comme  puis- 
sance et  résistance  sur  la  poulie  0',  on  a  de  même 

-Q«'^-(T„-T,)R' 

-f-  Z-^.  v/[Qcos^H-(T,-TJsinX]*-+-[(T„H-T,)cosA-i-ycos«îp  = 

Il  nous  faut  encore  établir  une  autre  équation  pour  que 
Ton  puisse  trouver  les  valeurs  des  inconnues  P,  To,  T,. 

A  cet  efifet,  nous  remarquerons  que  Ton  peut  considérer  la 
niasse  d'une  courroie  comme  étant  proportionnelle  à  sa  lon- 
gueur ramenée  à  l'état  naturel;  cela  tient  à  ce  que,  sous  l'ac- 
tion d'une  tension,  la  section  transversale  et  la  densité  d'une 
courroie  n'éprouvent  pas  de  variations  sensibles. 

Soient,  à  cet  efifet,  L  la  longueur  de  la  courroie  en  place, 
qui  reste  la  même  à  l'état  de  repos  et  à  l'état  de  mouvement; 
5  la  tension  uniforme  correspondant  à  la  mise  en  place,  que 
l'on  peut  régler  à  volonté  dans  certaines  limites,  et  qui  est 
une  donnée  de  la  question. 

Quoique,  pendant  le  mouvement,  la  tension  varie  entre  To  et 
T,  dans  les  portions  de  la  courroie  qui  embrassent  les  pou- 
lies, on  peut  néanmoins,  par  approximation  et  en  commettant 
une  erreur  d'autant  plus  faible  que  les  axes  seront  plus  éloi- 
gnés, admettre  que  la  moitié  L  a  la  tension  To,  et  l'autre 
moitié  la  tension  T,. 

La  longueur  de  la  courroie  ramenée  à  l'état  naturel  est  par 
suite 

L  T. 

/r  ayant  la  même  signification  qu'au  numéro  précèdent;  mais 
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elle  a  aussi  pour  longueur 

L 

1  -h  /  t 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  il  vienl 

f  I     _  1 

ou,  en  négligeant  les  carrés  des  allongements  relatifs,  qui  sont 
toujours  de  petites  fractions, 

(3)  T,-hT.-2G. 

Pour  achever  la  solution  du  problème,  il  conviendra  de 
remplacer  approximativement,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  le 
radical  par  une  fonction  linéaire  des  racines  des  deux  carrés 
qu'il  comprend,  et  alors  on  n'aura  plus  qu'à  résoudre  trois 
équations  du  premier  degré  entre  les  inconnues  To,  T,,  P. 

Soient/le  coefficient  de  frottement  de  la  courroie  sur  les 
poulies;  9,  cp'  les  angles  au  centre  correspondant  aux  arcs 
embrassés  par  la  courroie  sur  les  poulies  0,  0';  en  négligeant 
l'élasticité  et  Tineriie  delà  courroie  (100  et  101),  il  faut,  pour 
qu'il  n'y  ait  pas  glissement,  que  les  valeurs  obtenues  pour  T». 
T,  satisfassent  aux  conditions 

(4)  t'<^''>  ~<^''. 

Considérons  en  particulier  le  cas  simple  où  les  deux  cordons 
sont  sensiblement  parallèles  et  où  les  efforts  P,  Q,  étant  per- 
pendiculaires à  la  droite  00',  sont  respectivement  tangents 
aux  deux  poulies  0  et  0'.  On  a 

l---=o,    rt  =  R,    a'^W,    7^0,  ^=0, 

et  les  équations  (i)  et  (?)  se  réduisent  aux  suivantes  : 
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d'où,  en  ayant  égard  à  la  relation  (3), 

(5)  p  ^  Q  =  .^^^  fU^^^-^y/^r^^). 

Si  Ton  néglige  le  frottement,  on  a  P  =  Q,  et,  à  la  seconde 
puissance  près  de/, 

(6)  P  =  Q-/.(^  +  0v/Q^^ 

103.  Du  glissement  partiel  des  courroies  sur  les  poulies.  — 
Comme  Ta  fait  remarquer  M.  Krelz,  pour  que  la  tension  passe 
de  To  à  Ti  sur  les  portions  de  la  courroie  qui  embrassent  les 
poulies,  il  faut  nécessairement  que  la  courroie  glisse  sur  cha- 
que poulie  avant  d'être  entraînée  dans  son  mouvement. 

Soient  aOA«,  M^O'a'  deux  angles  égaux  à  la  valeur  (p.  de  <p 
donnée  par  l'équation 

on  a 

(7)  ^.  =  }logî^: 

la  courroie  glissera  de  A»  en  a  sur  la  poulie  0  et  de  a'  en  A', 
sur  l'autre  poulie,  et,  en  vertu  de  l'équation  (5)  du  n°  101,  nous 
aurons,  en  considérant  les  vitesses  V.,  V,  en  Ao  et  a  ou  en  A'^ ,  a', 

M.  Kretz  ('),  en  discutant  cette  formule,  a  attribué  comme 
valeur  moyenne  du  second  membre  de  celle  équation  0,978 
pour  les  courroies  ayant  servi  el  0,975  pour  les  courroies 
neuves,  de  sorte  que,  pour  100  tours  de  la  partie  motrice, 
l'autre  ne  fait  que  98  tours  environ,  soit  un  ralentissement 
relatif  de  2  pour  100. 

De  Ao  en  a  ou  de  A'„  en  a'  la  tension  T  suit  la  loi 

(9)  T  =  T,^-/?, 
d'où 

(10)  f^^  =  -J-Y' 


(*)  Annales  des  Mines,  iS6a;  1. 1,  p.  76.  —  Recueil  des  Mémoires  des  Savants 
étrangers  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXII. 
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de  sorte  que  la  longueur  naturelle  de  Ao  a  est 


,  ,   ^  /•?«  R  /•'i    ^rr       R|  T. 


XT. 


La  longueur  naturelle  de  A,  a'  est  de  même 

La  somme  des  longueurs  naturelles  des  portions  de  la  cour- 
roie soumises  respectivement  aux  tensionsT»,  ï,  est,  en  appe- 
lant d  la  distance  des  axes,  et  en  ayant  égard  à  la  relation  (7)» 

(R'— R)sin> 


(I     /  TJ  cosX 

^H-R(7r-f-2>-<?,)-f-R'(7r-2).-(ï),)R'-4-  (R/-R)sin)i 

i:+-X-T, 
[c)  _^(i-f-/'TJcos>. 

d 

d-\-}{(n-hil) cosl R' (tt  —  il)  cos> -t- 2 (R'—  R) sin l 


(n-XTJcosX 

T 

1  H-  A'  T. 


R-f-R'  T„ 


£n  exprimant  que  la  somme  des  longueurs  naturelles  {a)^ 
(6),  (c)  est  égale  à  la  longueur  naturelle  correspondant  à  la 
tension     on  trouve 

^^'^R     T\'\\nJ^  '±JlL     r/+  (R^-R)sin> 

-^(R-T-R)iog,3ry^^^ — ^^^rrr^ — 

rif-4-R  (7r-H2).)C0S>-4-IV(7r--  2>)  COS>H-(R'— R)  sin^cosA 

i     _  2r/-f-R(7r-4-2^)  cos^-H-R'(7r  —  2>)  cos>-f-(R^—  R)  sin2XcosA 
R  -f-  R'  T„ 

H  lOg  • 

\  I  -h  A  T,    °  T. 


Telle  est  la  véritable  relation  qui  existe  entre  les  tensions  To, 
T,,  qui  devrait  être  substituée  à  la  formule  approchée  (3),  à 
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laquelle  elle  se  réduit  quand  la  distance  des  axes  d  est  très- 
grande  par  rapport  aux  rayons  R,  R'.  Mais  nous  devons  faire 
remarquer  que  cette  dernière  formule  est  bien  suffisante  au 
point  de  vue  des  applications  (^). 

104.  Transmission  par  câbles.  —  On  substitue  des  câbles 
en  fil  de  fer  aux  courroies  lorsque  Ton  veut  transmettre  des 
efforts  considérables  à  de  grandes  distances,  sans  éprouver  de 
pertes  notables  de  travail. 

Le  câble,  dont  la  tension  est  produite  par  son  propre  poids, 
ou  est  uniquement  en  fil  de  fer,  ou  est  composé  de  torons  en 
fil  de  fer  avec  âme  en  chanvre  disposés  autour  d'une  âme  éga- 
lement en  chanvre. 

On  a  reconnu  en  pratique  que  la  distance  des  axes  de  deux 
poulies  consécutives  ne  doit  pas  être  inférieure  à  5o  mètres; 
elle  dépasse  souvent  i5o  mètres.  Le  diamètre  des  poulies  varie 
entre  2  et  5  mètres.  La  vitesse  à  leur  circonférence  atteint  gé- 
néralement 3o  mètres  et  même  Sa  mètres. 

Toutes  les  poulies  d'une  même  transmission  ont  le  même 
diamètre. 

Si  trois  axes  de  rotation  consécutifs  doivent  être  parallèles, 
la  jante  de  la  poulie  intermédiaire  présente  une  double  gorge 
destinée  à  recevoir  les  deux  câbles. 

Si  Taxe  de  la  troisième  poulie  ne  doit  pas  être  parallèle  aux 
deux  autres,  le  mouvement  est  communiqué,  au  moyen  d'un 
engrenage  d'angle, par  la  seconde  poulie  à  une  troisième  poulie 
montée  sur  le  même  bâti  qu'elle,  dont  l'axe  est  parallèle  au 
troisième  axe  de  rotation  correspondant  à  une  quatrième 
poulie. 

En  employant  plusieurs  engrenages  d'angle,  on  peut  dévier 


(')  La  largeur  d'une  courroie  se  détermine  ordinairement  par  la  formule 
empirique 


dans  laquelle  /  représente  la  largeur  de  la  courroie  en  mètres,  F  la  puissance  à 
transmettre  exprimée  en  chevaux,  V  la  vitesse  de  la  courroie  estimée  en  mètres, 

*  /X  un  coefficient  égal  à  o,i5  pour  les  arbres  de  couche  et  0,20  pour  les  arbres 

î  verticaux. 
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de  la  même  manière  la  force  motrice  transmise  à  une  poulie 
en  autant  de  parties  égales  ou  inégales. 
Le  plus  souvent  les  axes  des  deux  poulies  consécutives  sont 

Fig.  i4i.  Fipr.  i42. 


compris  dans  un  même  plan  horizontal  ;  lorsqu'il  n'en  est  pas 
ainsi,  la  transmission  est  oblique.  M.  Ritter,  ingénieur  des  tra- 

Fig.  143. 


vaux  de  la  Sarine  à  Fribourg,  a  le  premier  employé,  dans  cer- 
taines circonstances,  des  câbles  verticaux. 
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On  soutient  le  câble  par  des  galets  pour  éviter  qu'il  vienne 
toucher  le  sol  lorsqu'il  est  placé  à  une  hauteur  insufûsante. 

Les Jig,  i4i  et  142  représentent  respectivement  les  profils 
des  jantes  d'une  poulie  à  simple  et  d'une  poulie  à  double 
gorge.  Le  type  général  des  bâtis  est  représenté  par  la  Jig.  i43. 

Il  existe,  notamment  à  Bellegarde,  à  Fribourg  (Suisse)  et  à 
Schaffouse,  de  très-^belles  installations  de  transmission  par 
câbles»  • 

Considérons  le  système  formé  par  un  câble  et  deux  poulies 
consécutives  dont  le  mouvement  est  uniforme;  nous  néglige- 
rons le  frottement  sur  les  coussinets  et  l'élasticité  du  câble. 

Nous  pouvons  supposer  que  le  câble  est  réduit  à  son  axe 
et  que  les  poulies  sont  remplacées  par  les  circonférences  de 
centres  C,C,. 

Fig.  i4/|. 

y 


I 


Ql  J5 

Par  suite  de  la  permanence  du  mouvement,  la  vitesse  est  la 
même  en  chaque  point  du  câble,  de  sorte  que  l'influence  de 
l'inertie  se  réduit  à  celle  de  la  force  centrifuge. 

Soient 

Oxy  O7  deux  axes  rectangulaires  respectivement  horizontal  et 
vertical  ; 

T  la  tension  de  l'un  ou  de  l'autre  des  brins  de  câble  au  point 

/)  où  l'inclinaison  de  la  tangente  sur  0^  est  a  ; 
s  la  longueur  de  l'arc  du  brin  aboutissant  au  même  point  et 
mesuré  à  partir  d'une  origine  déterminée; 
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p  le  rayon  de  courbure  du  câble  au  point  (a?,  j); 
V  la  vitesse  et  p  le  poids  du  mètre  courant  du  câble. 

Reportons-nous  au  n°  86  de  la  deuxième  Partie  :  en  consi- 
dérant un  élément  du  brin  et  projetant  les  forces  qui  le  solli- 
citent sur  la  tangente  et  la  normale,  on  trouve 

r/T  T  /?V' 

as  p  p 

Si  Ton  pose 

(.)  .=T-£r, 

■  .  ■  8 
ces  équations  prennent  la  forme 

(2)  ^=:/?sma,    T  — =/?cosa, 

et  ne  sont  autre  chose  que  celles  d'une  chaînette  dont  le  para- 
mètre est  indépendant  de  la  vitesse  V,  comme  les  conditions 
qui  servent  à  déterminer  les  constantes  introduites  par  l'inté- 
gration. 
On  déduit  de  là 

(3)  r=.^, 

(4)  A- = //z  (tanga -h  a), 

m  a  étant  deux  constantes;  puis,  en  se  rappelant  que 
dx  =  ds  cosa,  dy  —  ds  sin  a, 

a 

I  -h  tang  -  , 

5  log  ^  1 

I  —  tang  - 

^  C0S3C 

6  et  c  étant  deux  autres  constantes. 

Les  huit  constantes  m,  a,  6,  c, . . . ,  relatives  aux  deux  brins, 
se  détermineront  par  les  conditions  que  ces  brins  sont  tan- 
gents aux  circonférences  C,  Ci,  que  la  somme  de  leurs  lon- 
gueurs ajoutées  à  celles  des  arcs  embrassés  par  les  poulies 
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est  une  donnée  de  la  question,  et  enfin  que  les  forces  qui 
sollicitent  la  poulie  menée  s'y  font  équilibre. 

Mais  ce  calcul  ne  peut  s'effectuer  complètement  que  dans 
le  cas  le  plus  usuel  où  les  axes  des  poulies  sont  compris  dans 
un  même  plan  horizontal  et  où  l'inclinaison  maximum  de 
chaque  brin  ne  dépasse  pas  une  certaine  limiie. 

Supposons  que  C  soit  la  poulie  menée,  que  le  brin  inférieur 
soit  conduit  et  soient 

R  le  rayon  des  poulies; 

Q  l'effort  résistant  censé  langent  à  la  poulie  C; 

P  la  puissance  supposée  tangente  à  la  poulie  Ci>  et  qui,  en 
raison  des  éléments  que  nous  négligeons,  est  égale  à  Q; 

d  la  distance  CCi  des  axes; 

A  le  point  le  plus  bas  du  brin  inférieur; 

e  l'angle  que  forme  la  verticale  avec  le  rayon  mené  au  pre- 
mier point  de  contact  de  ce  brin  avec  la  poulie  C  ou  C,  ; 

2X  la  longueur  totale  du  câble. 

Nous  ferons  passer  l'axe  0  j  par  le  point  A,  c'est-à-dire  à 
égale  distance  des  centres  C  et  C,. 

Si  nous  prenons  A  pour  origine  des  arcs,  a  sera  nul  et, 
comme  b  l'est  aussi,  les  équations  (4)  et  (5)  se  réduisent  aux 
suivantes  : 

(4')  5  =  /;/tanga, 


(5' 


log 


a 

I  H-  tang  - 
1 


X 


m 


Pour  a  ~  g,  on  doit  avoir 


^  =    -f-  R  sine, 


d'où 


log 


-h  R  sins 


1  —  tang- 


m 


Or  e  est  généralement  inférieur  à  3o  degrés,  et  pour  e  =  45° 
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on  a  déjà  très-approximativement 


14-tang-^ 


log   ----  2  tang  -  (  I  -t-  -T  tang=  -  )  > 

I  -  tang-  ^  ^ 

lang-  =  -  fi-f-  — y 
°  2     2  \  12/ 

D'autre  pari,  ^  esl  une  petite  fraction  qui  atteint  rare- 
ment yo  ;  de  sorte  que  l'on  a  très-sensiblement 

(7)  /72e(l-hi-2')  =  d-r-  Rg. 

L'autre  brin  donne  de  même,  en  accentuant  les  lettres, 

(8)  „2'£'(i4_Js'=')  =  r/-R6'. 
Nous  avons  maintenant 

m  tangs  -h  m' tange'-t-  R  (tt  -h  e'  —    =  \ 

OU 

(9)  m,i^x-^Ç^-^m'z'{i-r-Ç^  ^R(^^e'-£)  =  >. 

Nous  avons  maintenant,  pour  la  condition  d'équilibre  rela- 
tive à  la  poulie  C, 

m'p  ^  mp^  _  ^ 

COSS'       COS£  ~~ 

ou 

(10)  ni'(^.-^l^^^m(x^Ç)=.j. 

En  éliminant  m  et  m'  dans  les  équations  (9)  et  (10),  au 
moyen  des  relations (7)  et  (8),  on  obtient  les  suivantes  : 


.  =  a(>-^^-,), 


2)  s(i-i5'^)~s'(i+is^)=^se'. 

Lorsque  le  câble  est  au  repos  ou  que  Q  est  nul,  e  et  e'  ont 
III.  18 
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la  même  valeur  £«,  qui  est  donnée  par 
et  l'on  peut  meure  (ii)  sous  la  forme 

(u')  c=-r-£"=2ej. 

En  posant 

(.3)  ,=/^^ 

l'équation  (12)  devient 

et  peut,  comme  première  approximation,  se  réduire  à  la  sui- 
vante : 

(12")  e,'=q(e-,'). 

Les  équations  (11')  et  (12")  donnent 
(14)  .    J  ^  

d'où  l'on  déduira  e  et  e'.  En  se  reportant  ensuite  à  l'équa- 
tion (12'),  on  obtiendra  facilement  une  seconde  approximation 
de  ces  valeurs,  en  ne  négligeant  plus  que  les  termes  du 
second  ordre  devant  l'unité. 
L'équation  (8)  donnant 

m    —   ;  î 


la  tension  maximum  du  câble  est 

(,5)  r.  ^  gy^^^ (^^llL7L^i!l ^ ^ Y! (rf-Re')(.-..^0. 

^  g  e'cose'  g  e' 

Soient 

(7 h  somme  des  sections  des  fils  qui  composent  le  câble; 
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r  Tefforl  maximum  que  Ton  veut  faire  supporter  aux  fils  par 

unité  superficielle  de  la  section  ; 
n  le  poids  spécifique  de  la  matière. 

Nous  aurons 
(i6)  p  =  n 

et 


TTC 


OU 


(^_R£'){i-+-.i£'^.)  r 


n 


En  substituant  la  valeur  dee'  dans  cette  formule,  nous  au- 
rons une  équation  qui  fera  connaître  q  et  par  suite  p  et  a. 
Mais  cette  solution  est  presque  impraticable.  Il  sera  préfé- 
rable de  dresser  des  Tables  faisant  connaître  les  valeurs  de  e,  e',  ' 
par  suite  celles  de  T,  correspondant  à  une  suite  de  valeurs 
données  de  Eo,  g  et  Y. 

Supposons  maintenant  que  Ton  place  l'origine  des  coor- 
données sur  la  droite  CC,;  les  ordonnées  des  brins  supérieur 
et  inférieur  seront  respectivement  données  par 

r=     Rcosê'-h  m'(  — î  —,]^ 

\COSa       COSs  y 

r     —  R  coss  -i-  m  l  —  —  ]  ? 

*^  \COSa  cose/ 

et  leurs  flèches  seront 


\COse'  / 

/=  m  (—  1\  =  m^(i---^e'), 

\coss       /  a  ^  ^ 

Après  avoir  traité  la  question  au  point  de  vue  où  nous  nous 
sommes  placé,  il  sera  facile  de  déterminer  les  corrections 
qu'on  devra  faire  subir  aux  résultats  obtenus  pour  tenir  compte 
du  frottement. 

iS. 
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§  II.  —  Frottement  de  roulement, 

105.  Nous  avons  vu  que  la  résistance  au  mouvement  éprou- 
vée par  un  corps  (S),  qui  roule  sur  un  autre  corps  (S'),  est 
due  à  ce  que  la  réaction  du  second  corps  sur  le  premier  passe 
à  une  petite  dislance  en  avant  du  point  de  contact  géométrique 
des  deux  surfaces,  mesurée  sur  le  lieu  géométrique  des  posi- 
tions successives  de  ce  point  sur  la  surface  de  (S'  ). 

Cette  distance,  que  nous  continuerons  à  désigner  par  ô,  pour 
un  cylindre  de  rayon  ]R  roulant  sur  un  plan,  serait,  suivant 
Coulomb  et  M.  Morin,  indépendante  deRet  paraîtrait  aller  en 
diminuant  quand  la  longueur  du  cylindre  augmente.  Parmi 
les  résultats  obtenus  par  M.  Morin,  nous  citerons  les  suivants  : 


Chêne  sur  peuplier  (longueur  du  rouleau  o™,ioo)..    $  =  0,000876 

»           (                   »      o",o25)..  0,001896 

Fer  sur  planches  de  chêne  brutes   0,010200 

Roue  à  jante  en  fer  sur  chaussée  en  empierrement 

à  l'état  ordinaire   o ,  04 1 4oo 

Roue  à  jante  en  fer  sur  chaussée  en  empierrement 

en  parfait  état   o,oi5ooo 

Roue  à  jante  en  fer  sur  chaussée  en  pavé  bien  entre- 
tenu au  pas   o,oi85oo 

Roue  à  jante  en  fer  sur  chaussée  en  pavé  bien  entre- 
tenu au  trot   o,o238oo 

Roue  en  fonte  sur  fer  non  graissé   o,oo35oo 

»        sur  fer  avec  graissage  continu   0,001100 

D'après  Dupuit,  ô  serait  de  la  forme  ô=  A'v'R,  k  étant  un 
coefficient  qui  dépend  uniquement  de  la  nature  des  corps  en 
contact,  et  l'on  aurait  : 

Pour  le  bois  roulant  sur  le  fer   X-  =  0,001 1 

Pour  le  fer  roulant  sur  le  bois  humide   0,0010 

Pour  le  fer  roulant  sur  le  fer   0,0070 

Pour  les  roues  sur  les  chaussées  en  empierrement. .  o,o3oo 

Mais  les  formules  que  nous  allons  établir  sont  indépendantes 


de  toute  hypothèse  sur  la  dépendance  qui  peut  exister  entre  ô, 
le  rayon  et  la  longueur  du  cylindre. 
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106.  Usage  des  roulettes  pour  diminuer  la  résistance  des 
pièces  frottantes.  —  Supposons  qu'une  pièce  pesante  MM' 
{/ig.  i45)  repose  par  une  face  plane  sur  deux  roulettes  iden- 


tiques dont  les  axes  sont  parallèles  et  compris  dans  un  même 
plan  horizontal  ;  proposons-nous  de  déterminer  Teffort  hori- 
zontal, de  direction  perpendiculaire  à  celle  des  axes^  passant 
parle  centre  de  gravité  de  MM',  qui  ferait  équilibre  aux  ré- 
sistances passives. 
Soient 

R  le  rayon  des  roulettes; 
p  celui  de  leurs  tourillons; 

/  le  coefficient  du  frottement  des  tourillons  sur  leurs  coussi- 
nets; 

q  le  poids  de  chaque  roulette. 

On  peut  supposer  la  charge  totale  et  TefiFort  total  respecti- 
vement décomposés  chacun  en  deux  autres  de  même  direc- 
tion, se  rapportant  Tune  à  la  roulette  0  et  l'autre  à  la  rou- 
lette 0'. 

Désignons  par  F  l'effort  moteur  et  Q  la  charge  verticale,  qui 
sont  relatifs  à  la  roulette  0. 

Comme  il  y  a  roulement  relatif  de  la  roulette  0  sur  MM', 
la  résultante  de  F  et  Q  doit  passer  à  la  distance  AA,  =  d  du  point 
de  contact  géométrique  A,  mesurée  de  la  droite  vers  la  gauche  ; 
la  pression  totale  de  MM'  sur  l'axe  0  a  donc  pour  composantes 
horizontale  et  verticale  P  et  Q,  dont  la  résultante  avec  le 
poids  q  détermine,  sur  les  coussinets,  un  frottement  ayant 

pour  moment  -'^^ —  i^F     (  Q     qy  ==  o. 

L'équation  des  moments  est  par  suite 


Fig.  i45. 


4/  I  _l_    ♦  * 
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D'après  celle  équalion,  F  esl  du  même  ordre  de  grandeur  que 
les  rapporls  irès-pelils  ^? de  sorle  qu'on  peul,  sans  er- 
reur appréciable,  négliger  F  sous  le  radical;  on  a  ainsi,  pour  la 
valeur  de  Tefforl  cherché, 

Celle  formule,  élani  linéaire  en  P  ei  Q,  s'appliquera  à  l'en- 
semble des  deux  roulelles,  en  appelanl  F  Tefforl  lolal,  Q  la 
charge  lolale  el  q  le  poids  lolal  des  deux  roulelles.  Il  sufQl  de 
jeler  un  coup  d'œil  sur  les  Tables  du  n<»87  pour  se  convaincre 
que  F  esl  bien  inférieur  à  l'efforl  qu'il  faudrait  exercer  pour 
vaincre  le  frollemeni  de  glissement  de  MM'  sur  un  sol  formé 
de  la  même  matière  que  les  roulettes  dont  l'emploi  pré- 
sente ainsi  un  avantage  incontestable. 

107.  Emploi  des  rouleaux  pour  transporter  des  matériaux 
solides  sur  un  sol  horizontal. —  Supposons  qu'une  pièce  solide 
pesante  M' M  {Jig.  1^6)  soit  supportée  suivant  une  face  plane 

Figr.  146. 

m;  M 

%  par  deux  rouleaux  00'  de  même  diamètre  à  axes  parallèles  et 
reposant  sur  un  sol  horizontal  NN',  et  proposons-nous  de  dé- 
terminer l'effort  horizontal,  perpendiculaire  à  la  direction  des 
axes,  passant  par  le  centre  de  gravité  de  MM',  nécessaire 
pour  faire  rouler  d'un  mouvement  uniforme  des  rouleaux 
sur  NN'  et  MM'. 

Comme  dans  le  problème  précédent,  on  esl  ramené  à  consi- 
dérer l'un  des  rouleaux  0. 

Soient 

A',  A  les  points  de  contact  géométriques  de  ce  rouleau  avec 
MM',  NN'; 
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A',,  A,  les  points  par  où  passent  les  réactions  sur  le  rouleau 
de  MM',  NN',  le  premier  situé  à  gauche  de  A  et  l'autre  à 
droite  de  A  ; 

A'A',,  d  =  AA,  les  coefficients  de  frottement  de  roule- 
ment du  rouleau  sur  MM',  NN'; 

/',  /  les  coefficients  du  frottement  de  glissement  correspon- 
dants; 

R  le  rayon  du  rouleau; 

q  son  poids; 

Q  la  position  du  poids  de  MM'  agissant  sur  le  rouleau; 
F  l'effort  horizontal  nécessaire  pour  vaincre  le  frottement. 

Les  composantes  horizontale  et  verticale  de  la  réaction  de 
MM'  sur  0  sont  respectivement  égales  à  Q  et  F;  la  réaction  en 
At  devant  faire  équilibre  à  la  précédente  et  au  poids  q  a  pour 
composantes  horizontale  et  verticale  deux  forces  —F  et 
—  (Q     ?)  de  sens  contraire  à  F  et  Q. 

En  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  A,  par  exemple, 
des  forces  qui  agissent  sur  le  cylindre,  on  a 

2FR-  Q^'-^(Q^-+-7)^, 

d'où 

(,)  F-  --g  

Cette  formule  s'applique  également  au  système  tout  entier, 
en  appelant  Q  la  charge  totale,  q  le  poids  des  deux  rouleaux 
et  F  l'effort  de  traction  total. 

Pour  qu'il  n'y  ait  pas  glissement,  il  faut  que  les  réactions 
horizontales  F  en  A  et  A'  soient  inférieures  aux  frottements  de 
glissement  Q/',  (Q  4- g)/,  ou  que  Q  soit  supérieur  à  la  plus 

grande  des  valeurs  v  -      et     ^ —  ' 

r»,           0  H-  0  ^        0  +  0 


108.  Plaques  tournantes  des  chemins  de  fer,  —  Une  plaque 
tournante  (^g.  147)  est  soutenue  vers  sa  circonférence  exté- 
rieure par  des  galets  identiques  également  éloignés  de  l'axe  de 
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la  plaque;  les  galets,  qui  ont  la  forme  de  cônes  tronqués  dont 
les  sommets  se  trouvent  sur  cet  axe,  sont  adaptés  à  une  mon- 
ture indépendante  de  la  plaque  et  formée  de  liges  de  fer  qui 
rayonnent  autour  d'un  collier  enveloppant  la  crapaudine.  Ces 

Fig.  147. 


galets  reposent  sur  un  chemin  de  fer  circulaire  fixe,  et  la 
forme  tronconique  qui  leur  est  donnée  a  pour  objet  de  leur 
permettre  de  rouler  sur  le  chen^in  de  fer  et  sur  la  face  infé- 
rieure de  la  plaque  suivant  toute  la  longueur  de  la  génératrice 
de  contact. 
Soient 

R  le  rayon  moyen  ; 

q  le  poids  d'un  galet; 

Q  la  portion  de  la  charge  qu'il  supporte; 

a  la  distance  à  Taxe  de  la  plaque  du  plan  parallèle  aux  bases 
du  tronc  de  cône  et  équidistant  de  ces  bases; 

F  l'effort  horizcmtal  compris  dans  ce  plan  qui  doit  faire  équi- 
libre aux  résistances  éprouvées  par  le  galet; 

ô',  à  les  coefficients  de  frottement  de  roulement  du  galet  sur 
la  plaque  et  le  chemin  de  fer. 

L'équation  (i)  du  numéro  précédent  s'applique  dans  le  cas 
actuel,  attendu  que  les  réactions  de  la  plaque  et  du  chemin 
de  fer  forment  deux  couples  qui  ne  donnent  aucune  pression 
et  par  suite  aucun  frottement  sur  Taxe  du  galet,  et  Ton  a,  pour 
le  moment  de  F  par  rapport  à  l'axe  de  la  plaque, 

Cette  formule  donne  également  le  moment  total  qu'il  faut  pro- 
duire pour  faire  mouvoir  la  plaque,  abstraction  faite  de  tout 
frottement  latéral  du  pivot  de  la  plaque  sur  son  guide,  en  y 
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supposant  que  Q  représente  le  poids  de  la  plaque  et  de  sa 
charge,  g  le  poids  total  des  galets. 

Si  le  moment  est  celui  d'un  couple,  il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment latéral  du  pivot  de  la  plaque  sur  son  guide;  s'il  est  pro- 
duit par  une  force  P,  elle  développe  un  frottement  sur  ce 

fp 


guide  dont  le  moment  sera  P 


=»  p  étant  le  rayon  du 


tourillon, /le  coefficient  de  frottement  de  glissement. 
En  appelant  b  le  bras  de  levier  de  P,  on  aura 


ce  qui  fera  connaître  la  valeur  de  P. 


2R 


109.  Tourillons  à  roulettes,—  Machine  d A twood.—  On  peut 
réduire  dans  une  proportion  notable  la  résistance  au  mouve- 
ment d'un  arbre,  en  faisant  reposer  ses  tourillons  sur  les 
jantes  croisées  de  deux  couples  de  roulettes  identiques,  mon- 
tées deux  à  deux  et  d'un  couple  à  un  autre  sur  un  même  axe 
parallèle  à  celui  de  l'arbre.  La  machine  d'Atwood  dont  nous 
allons  nous  occuper  offre  un  exemple  de  cette  disposition. 

Fig.  148. 


Nous  pourrons,  par  la  pensée,  réduire  les  deux  couples  de 
roulettes  en  un  seul,  dont  le  plan  moyen  coïnciderait  avec 
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celui  de  la  poulie,  en  supposant  chaque  roulelie  de  ce  couple 
sollicitée  par  la  résultante  des  forces  extérieures  agissant  sur 
les  deux  roulettes  montées  sur  le  même  axe. 
Soient  (/g^.  1 48) 

0,  le  centre  de  la  poulie; 
R,  son  rayon  ; 

p,  celui  de  son  tourillon; 

1,  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe; 

0,  0'  les  centres  des  roulettes  sur  lesquelles  reposent  les  tou- 
rillons de  la  poulie; 
R  le  rayon  de  chacune  d'elles; 
p  celui  de  ses  tourillons; 
q  son  poids; 

I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  son  axe  ; 
/  le  coefQcient  de  frottement  des  tourillons  sur  les  coussi- 
nets ; 
ay  l'angle  00.0'; 

Q  -H  Qi,  Q  deux  poids  accrochés  aux  extrémités  de  droite  et 
de  gauche  du  fil  qui  passe  sur  la  poulie,  poids  qui  détermi- 
nent un  mouvement  de  rotation  de  celte  dernière,  dont  nous 
représentons  par  w  la  vitesse  angulaire  ; 

A,  A'  les  points  de  contact  géométrique  des  roulettes  G,  0' 
avec  le  tourillon  de  la  poulie  ; 

A„  A',  les  points  de  leurs  circonférences  où  passent  leurs 
réactions  sur  le  tourillon  ; 

â  =  AA,=:  A' A',  le  coefficient  du  frottement  de  roulement; 

N,  T  les  composantes  normale  ettangentielle  de  la  réaction  de 
la  roulette  0  sur  le  tourillon  de  Oi  ; 

N',  T'  les  composantes  semblables  relatives  à  la  roulette  G'. 

Nous  négligerons  dans  ce  qui  suit  les  termes  du  second 
ordre  en  (5  et/. 

L'équation  des  moments  par  rapport  à  l'axe  de  la  poulie  con- 
sidérée comme  libre  est,  en  remarquant  que  la  vitesse  de 
Q-4-Q,  etQestwRt, 


CALCUL  DBS  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  MACHINES,  ETC.  283 

En  posant 

(a)  A^i+^^^n;. 
elle  prend  la  forme  plus  simple 

(I)  A  J  =  Q.R,-(N-i-N')^~(T^-T')... 

La  résultante  Si  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  les 
poulies  est  verticale  et  a  pour  valeur 

ou 


(2)  Jl^,,Q-^0,^^,^^R 


et  comme  elle  doit  faire  équilibre  à  N,  N/,  N',  N'/,  on  a 

R=-(N-HN')cos7-h  (T-T')sin7, 


(3) 

En  négligeant  le  frottement,  par  suite  T  et  T',  on  a 

(4)  N-N'--^, 

et  réquation  (i)  se  réduit  approximativement  à  la  suivante  : 

(  I  '  )  A      -  Q,  R,  -        0^  -  (  T     T'  )  6, . 

La  pression  sur  Taxe  0  ou  la  résultante  du  poids  q  et  de 
la  force  égale  et  contraire  à  la  force  N,  dont  la  valeur  est 
donnée  par  Téquation  (4)>  a  pour  expression 


ou,  en  se  rappelant  le  théorème  de  Poncelet, 

/  tR.      \  Si 
0,96  \  —     7  j     0,40  —  tang7  =  (o,48  -+-  o,2otang7)  ^  -+-0,967. 
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On  a,  par  suite,  pour  Téqualion  des  moments  relative  à  l 
roulette  considérée,  en  remarquant  que  sa  vitesse  angulaire 

Pi 

est  0)  ^  > 

MX 

TR-^^-iei^-/p(o,48-^o,20tang7)a-o,96/p^  =  o 

Comme  on  obtient  une  équation  complètement  identique  ; 
la  précédente  pour  la  roulette  0',  on  a  T  =  T',  et  l'équa- 
tion (i')  devient,  par  l'élimination  de  ces  composantes, 

en  posant,  pour  abréger, 

K^7     ¥  («^96  -r-o,4otang7). 

Si  maintenant  on  remplace,  dans  l'équation  (6),  êi  par  sa  va- 
leur (2),  on  trouve 

=  0.R.-Ap.(î.Q-^Q.-.y.)-i,92:^^. 

On  voit  ainsi  que  les  termes  qui  dépendent  du  frottement  de 

glissement  sont  multipliés  par  la  petite  fraction       de  sorte 

que,  en  résumé,  en  considérant  que  le  frottement  de  roule- 
ment donne  des  termes  très-petits,  les  résistances  au  mouve- 
ment de  la  poulie  sont  beaucoup  plus  faibles  que  si  elle  re- 
posait directement  par  des  tourillons  sur  des  coussinets. 

110.  Engrenage  sans  glissement  de  Hoocke  ou  de  Whyte, 
—  Considérons  deux  cylindres  circulaires  extérieurs,  en  con- 
tact suivant  une  génératrice,  tournant  autour  de  leurs  axes» 
de  manière  que  par  leur  adhérence  le  mouvement  de  rotation 
de  l'un  détermine  celui  de  l'autre.  Comme  nous  l'avons  vu, 
on  est  ramené  à  supposer  que  l'un  des  cylindres  roule  sur 
l'autre  regardé  comme  fixe. 
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Si  sur  ces  cylindres  on  a  tracé  deux  hélices  de  même  sens 
et  également  inclinées  sur  les  génératrices,  et  si  à  un  instant 
quelconque  elles  ont  un  point  commun,  elles  seront  tangentes 
en  ce  point  et  rouleront  Tune  sur  l'autre. 

Fig.  i49- 


Concevons  maintenant  qu'un  profil  se  déplace  sur  chaque 
cylindre,  de  telle  manière  que  son  plan  reste  normal  au  cy- 
lindre, que  l'un  de  ses  points  décrive  l'hélice  et  que  la  tan- 
gente au  profil  en  ce  point  soit  normale  au  cylindre.  Nous  ob- 
tiendrons deux  surffijpes  que  l'on  peut  matérialiser  et  qui, 
pourvu  qu'elles  ne  se  pénètrent  pas  (et  nous  supposerons 
que  les  profils  remplissent  les  conditions  voulues  pour  qu'il 
en  soit  ainsi),  rouleront  ainsi  l'une  sur  l'autre  suivant  les  hé- 
lices directrices. 

Si  nous  répétons  ici,  en  substituant  les  hélices  aux  géné- 
ratrices reciilignes,  ce  que  nous  avons  dit  pour  les  engre- 
nages cylindriques,  nous  constituerons  un  engrenage  à  dents 
hélicoïdales  symétriques  {fis*  i49)>  en  nous  arrangeant  de  ma- 
nière, ce  qu'il  est  facile  de  réaliser,  que  le  contact  commence 
au  plus  lard  entre  un  couple  de  dents  lorsqu'il  est  sur  le 
point  de  cesser  pour  le  couple  précédent. 

La  réaction  d'une  dent  sur  l'autre  passera  en  un  point  de 
rhélice  situé  à  une  petite  dislance  h  du  point  de  contact  géo- 
métrique et  sera  comprise  dans  le  plan  tangent  au  cylindre, 
qu'elle  ait  ou  non  une  composante  suivant  la  tangente  à  Thé- 


286  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  IV. 

lice.  On  voit  ainsi  que  le  moment  de  celte  réaction  par  rap- 
port à  l'axe  de  l'autre  cylindre  sera  le  même  que  si  S  était 
nul,  de  sorte  que  l'engrenage  est  sans  frottement,  dénomina- 
tion qu'on  lui  donne  souvent  d'ailleurs. 

On  pourrait  établir  de  la  même  manière  un  engrenage  co- 
nique sans  frottement  en  prenant  pour  directrices  des  dents 
des  lignes  géodésiques  des  cônes  primitifs. 

111.  Du  tirage  des  voitures.  —  Nous  supposerons  d'abord 
que  le  sol  est  horizontal,  et,  en  employant  un  raisonnement 
semblable  à  celui  dont  on  a  fait  usage  aux  n°'  106  et  107,  on 
est  ramené  à  considérer  une  seule  roue. 

Soient  (Jlg.  i5o) 

Fig.  i5o. 

I  Y 


F  l'effort  de  traction  horizontal  qu'il  faut  exercer  pour  arriver 

au  mouvement  uniforme  ; 
Q  la  charge; 
q  le  poids  de  la  roue  ; 
R  son  rayon  ; 
p  celui  du  moyeu  ; 

/  le  coefficient  du  glissement  du  moyeu  sur  la  fusée; 
S  le  coefficient  de  roulement  de  la  roue  sur  le  sol. 

La  force  qui  agit  sur  le  moyeu  étant  la  résultante  de  F  et 
de  Q,  on  a,  pour  le  moment  du  frottement  correspondant  pris 
par  rapport  à  l'axe  de  la  roue, 


La  réaction  du  sol  passant  au  point  Ai  situé  à  la  distance  S 
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et  en  avant  du  point  en  contact  géométrique  A,  faisant  équi- 
libre à  F  et  Q  et  au  poids  q,  a  pour  composantes  horizontale 
et  verticale  —  F,  —  (Q  j)  de  sens  opposé  aux  précédentes; 
on  a  donc  pour  Téquation  des  moments 

FR  ^  (Q - v/F^^'(?  =  o, 

d'où 

Mais  comme,  d'après  cette  formule,  F  sera  toujours  petit  par 
rapport  à  Q,  on  peut  négliger  son  carré  devant  0=^  et  écrire 
simplement 

Cette  formule  étant  linéaire  s'applique  à  un  couple  de  deux 
roues  montées  sur  un  même  essieu;  il  suffit,  en  effet,  de  frac- 
tionner en  deux  parties  la  charge  et  l'effort,  d'écrire  pour 
chaque  roue  l'équation  (i)  et  d'ajouter  les  deux  équations  ob- 
tenues. Ainsi  donc  cette  équation  donne  l'effort  de  traction 
pour  un  couple  de  roues  dont  le  poids  total  est  q  et  qui  sup7 
porte  la  charge  Q. 

Considérons  le  cas  d'une  voiture  à  quatre  roues;  supposons 
que  l'équation  (i)  s'applique  à  l'un  des  couples  de  roues,  et 
qu'en  accentuant  les  lettres  on  obtienne  l'équation  semblable 
pour  l'autre  couple  ;  nous  aurons 

d'où,  pour  l'effort  total  de  traction. 

On  déterminera  Q  et  Q'  en  décomposant  la  charge  totale  en 
deux  forces  parallèles  à  sa  direction  comprises  dans  les  plans 
verticaux  passant  par  les  axes. 

Si  la  voiture  est  placée  sur  un  sol  incliné  sur  l'horizon  de 
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l'angle  i,  l'effort  F  étant  censé  parallèle  à  sa  direction,  h 
réaction  tangentielledu  sol  sera>  pour  la  descente, 

-[F--(Q-+-ry)sini], 

la  réaction  normale  —  (Q  -f-  jr)  cosi  ;  de  sorte  que  l'on  a,  ei 
continuant  à  considérer  le  frottement  sur  la  fusée  comme  étan 
dû  à  la  charge  Q, 

[F-h  (Q-f-^)sin/]R-  (Q -r- 7)  ^cosi  -  -r£L=Q  =  o, 

d'où 


=  ^1  COSI  -  sin/^ 


Cette  formule  s'applique  à  la  montée  en  y  changeant  le  sign< 
de  i. 

112.  Résultats  de  l'expérience  sur  le  tirage  des  voitures.  — 
Nous  croyons  devoir  donner  ci-après  les  principaux  résultats 
de  l'expérience  sur  le  tirage  des  voitures. 

Rtpport  dn  Urtfo 
Natare  de  la  voie  sapposée  horizontale.  à 

la  charge  totale. 

Terrain  naturel,  non  battu  et  argileux  sec   o,25o 

»  siliceux  et  crayeux   0,1 65 

Terrain  ferme  battu  et  très-uni   0,040 

Chaussée  en  sable  ou  cailloutis  nouvellement  placé..     o,  126 

Chaussée  en  empierrement  à  l'état  d'entretien  ordi- 
naire  0,080 

Chaussée  en  empierrement  parfaitement  entretenue 
et  roulante   o,o33 

Chaussée  pavée  à  la  manière  ordinaire  {  au  pas   o ,  o3o 

et  la  voiture  étant  suspendue  (au  grand  trot.  0,070 

Chaussée  pavée  en  carreaux  de  grès(  au  pas   o,oa5 

bien  entretenus  (  au  grand  trot.  0,060 

Chaussée  en  madriers  de  chêne  non  rabotés   o,oaa 

Chemins  à  ornières  plates  en  fonte  de  fer  ou  en  dalles 
très-dures  et  très-unies   0,010 

Chemins  de  fer  à  ornières  saillantes  en  bon  état 
d'entretien   0,007 

Chemins  de  fer  à  ornières  saillantes  parfaitement  en- 
tretenues et  les  essieux  continuellement  huilés. .     o,oo5  > 
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113.  Généralités  sur  V adhérence  des  locomotives.  —  Pour 
simplifier,  nous  ne  considérerons  que  le  cas  d'une  voie  hori- 
zontale, de  deux  pistons  horizontaux  et  de  deux  roues  por- 
tantes non  couplées  avec  les  roues  motrices,  et  nous  néglige- 
rons les  frottements  des  articulations,  des  tiroirs,  stuffîng-box, 
qui  sont  relativement  faibles. 

Considérons  Tune  des  parties  de  la  machine  déterminée 
par  son  plan  méridien  et  soient  {fig.  i5i) 


P  l'effort  horizontal  développé  sur  le  piston,  qui  est  transmis 
intégralement  au  bouton  M  de  la  manivelle,  en  négligeant 
l'obliquité  de  la  bielle  ; 

r  =  OM  le  rayon  de  la  manivelle; 

B  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  point  mort  extérieur; 

R  =  OA,  R'  —  O'A'  les  rayons  des  roues  motrice  et  portante; 

ô  =  AA„  ô'  =z  A' A',  les  coefficients  de  frottement  de  roulement 
pour  ces  deux  roues; 

N,  N'  les  réactions  normales  du  rail  en  A„  A',  etT,  T' les  réac- 
tions tangentielles  correspondantes  ; 

q,  q'  les  poids  des  roues  0,  0'  ; 

F  l'effort  de  traction; 

Q,  Q'  les  charges  que  supportent  les  fusées  0,  0'  ; 
S,  S' les  réactions  horizontales  des  boîtes  à  graisse  correspon- 
dantes; 

f  le  coefficient  de  glissement  des  fusées  dans  les  boîtes  à 
graisse; 

p,  p'  les  rayons  des  fusées  0  et  0'; 

On  a  d'abord,  en  projetant  sur  l'horizontale  les  forces  qui 
sollicitent  le  système  et  remarquant  que  les  actions  mutuelles 
disparaissent, 

(i)  F-hT4-r=o. 

in.  '9 


Fig. i5i. 
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Les  conditions  d'équilibre  de  la  roue  0  s'expriment  par  les 
équations 

(2)  N  =  Q  +  ^, 

(3)  P-T-S=o, 

(4)  Prsin6+TR-(0-f-7)^-  — ^V^SMnô-'  =  o, 

et  Ton  a  de  même  pour  la  roue  0' 

(2')  N'=Q'+^', 

(3')  r+s'  =  o, 

Dans  les  équations  (4),  (  4'  )>  T  et  T'  sont  multipliés  par  R,  R' 
qui  sont  généralement  très-grands  par  rapport  aux  facteurs  qui 
multiplient  les  autres  forces;  ces  forces  sont  donc  relative- 
ment faibles  et  Ton  peut  les  supposer  nulles  sans  inconvénient 
dans  les  termes,  déjà  petits,  qui  dépendent  du  froitemeni  de 
glissement  dans  les  boîtes  à  graisse,  ce  qui  revient  à  poser, 
d'après  les  équations  (3)  et  (3'), 

S=P,  S'=o. 

Les  équations  (4)  et  (4')  deviennent  alors 

PrsinO-t-TR- (0-4-^)^-  y/F-r-Q^^o, 

T'R'-  (Q'-+-^')  (î'-  ,         Q'  =  o. 

d'où,  en  remplaçant  v/P'-i-Q'  par  une  fonction  linéaire  de 
P  et  Q,  et  négligeant/'  devant  Tunité, 

(5)      T  =  -Pgsin0^(Q-i-.^)|  +/^(o,960h-o,4oP), 

(5')  r=(QVy')|^-^/^'o'. 


CALCUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  MACHINES,  ETC.  29I 

On  a,  par  suite,  en  vertu  de  Téquation  (i),  pourTefifort  de 
traction, 

(F  =  Pj^siii0-(QH-7)|-(O'  +  ^')  J 
(6)  <  , 

I  -/^(o,96Q-f-o,4oP)-/'£-,Q'. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que,  par 
suite  du  double  effet,  le  terme  en  P  sinô  de  cette  expression 
est  constamment  positif. 

Pour  la  seconde  moitié  de  la  locomotive  il  suffira  de  chan- 
ger dans  cette  formule  9  en  90*» -h  0,  puisque  les  manivelles 
sont  à  angle  droit,  et  P  en  Pi,  la  pression  dans  les  deux  cylin- 
dres n'ayant  généralement  pas  la  même  valeur  à  un  instant 
déterminé,  et,  en  ajoutant  les  deux  valeurs  de  F,  on  obtient 
pour  l'effort  de  traction  total 

j  ^  =  g  (Psinô  H-  P.cose)  _  2  (Q     ^)  I  -  2  [Q'^q')  |î 

(  7  )   *  / 

(       "        o,96Q-2/'  ^  Q'-/£  0,40  (P  -f-  P.). 

L'effort  moyen  pour  une  révolution  complète,  qu'il  im- 
porte surtout  de  considérer,  est 


mais,  comme  la  pression  agit  de  la  même  manière  sur  les  deux 
pistons  pour  une  révolution  de  l'essieu  moteur,  on  a 


/'»2:t  /»27r  /»27r  /»27r 

/      Vsm9dB=  /      P,cos0^/ô   /      VdB=  /  V^dB 
J  o  J  0  Jo  Jo 

et  par  suite 

j  -/^,9^Q-^/ê^Q'-/sio,4o£%^0. 


ï9- 
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Nous  remarquerons  que  : 

I*»  D'après  Téquation  (5')  T'  esl  toujours  positif,  ce  qui  in- 
dique que  le  rail  forme  à  l'avant  de  la  roue  portante  une  sorte 
de  bourrelet  ou  que  cette  roue  se  trouve  dans  les  mêmes 
conditions  que  si  à  chaque  instant  elle  avait  à  gravir  un  pian 
incliné. 

Quant  à  la  réaction  T,  elle  ne  sera  positive  que  lorsque  la 
manivelle  se  trouvera  dans  le  voisinage  des  points  morts,  et 
sera  ainsi  négative  pendant  la  presque  totalité  de  la  durée  de 
l'arbre  moteur,  et  alors  Je  rail  forme  un  bourrelet  ou  plan  in- 
cliné contre  lequel  elle  s'appuie.  Lorsque  T  est  positif,  la  ma- 
chine ne  marche  que  sous  l'influence  de  l'inertie  qui  fait  dé- 
passer les  points  morts  et  surtout  du  second  piston  qui  se 
trouve  dans  des  conditions  telles,  que  pour  lui  la  réaction  tan- 
gentielle  du  rail  est  négative. 

2"  La  réaction  T  étant  négative,  il  y  aura  nécessairement 
glissement  ou  patinage  lorsque  sa  plus  petite  valeur  absolue 
sera  supérieure  à/i(Q-+-  en  désignant  par /i  le  coefficient 
de  glissement  des  roues  sur  les  rails. 

On  voit  ainsi  que  ce  que  l'on  désigne  vaguement  sous  le 
nom  à' adhérence  d'une  roue  sur  un  rail  est  d'autant  plus  grand 
que  le  frottement  de  glissement  est  plus  grand,  et  qu'elle  est 
ainsi  mesurée  par  cette  résistance. 

§  IIL  —  Raideur  des  cordes. 

114.  Lorsque  sur  une  poulie  mobile  autour  de  son  axe  0 
ou  sur  un  cylindre  roulant  sur  un  plan  passe  une  corde  solli- 
citée respectivement  à  ses  deux  bras  extrêmes,  par  une  puis- 
sance P  et  une  résistance  Q(^g*.  i52),  l'expérience  prouve 
que,  soit  pendant  le  mouvement  uniforme,  soit  à  l'instant  où  le 
mouvement  est  sur  le  point  de  naître,  la  puissance?  est  supé- 
rieure à  Q  d'une  quantité  qui  excède  l'augmentation  due  au 
frottement  du  tourillon  de  la  poulie  sur  les  coussinets,  ou  la 
résistance  au  roulement  du  cylindre.  Cette  différence  est  un 
effet  de  la  roideur  de  la  corde  qui  s'explique  par  ce  fait  que  la 
corde  du  côté  de  la  résistance  Q  ne  s'adapte  pas  immédiate- 


i 
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ment  sur  la  poulie  ou  le  cylindre,  et  que  la  dislance  du  centre 
à  la  direction  de  la  résistance  est  supérieure  au  rayon  d'une 

Fig.  i52. 


certaine  quantité  e,  de  sorte  que,  abstraction  faite  des  frot- 
tements, l'équation  des  moments  est 

P  =  0(.H.i). 

D'après  Coulomb,  l'excès  P  —  Q  est  de  la  forme 

/  N  n  A-hBQ         ,  A-+-BO 

(1)  P-Q=_-V,  dou 

A,  B  étant  des  constantes  dépendant  du  diamètre  de  la  corde, 
de  sa  nature  (blanche  ou  goudronnée),  de  sa  sécheresse  et  de 
sa  vétusté. 

Le  tableau  suivant  donne  les  valeurs  de  A  et  B  dans  les  di- 
verses circonstances  les  plus  usuelles. 


INDICATION  DES  CORDES. 


Cordes 
blanches .... 

Cordes 
goudronnées. 


/  3o  fils  de  caret. 

'  i5  » 
[  6 

3o  » 

i5 
6 


POIDS 

VALKLRS  DE 

DIAMÈTRE. 

du  mètre 

courant. 

A 

B 

0,020 

0,283 

0,222 

0,0097 

o,oi4 

0, 145 

0 , 064 

o,oo55 

0,009 

o,o52 

0,01 1 

0,0024 

0,024 

0,333 

o,35o 

0,0126 

0,017 

0,  i63 

0,106 

0,0061 

0,010 

0,069 

0,021 

0,0026 

D'après  ce  tableau,  on  voit  que  A  est  à  peu  près  propor- 
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tionnel  à  la  quatrième  puissance  du  rayon  de  la  corde,  etB  à 
la  deuxième. 

Dans  les  questions  relatives  au  treuil  et  à  la  courroie  sans 
fin,  que  nous  avons  traitées  plus  haut,  il  suffira,  pour  tenir 
compte  de  la  roideur  de  la  corde  ou  de  la  courroie,  d'augmenter 
de  e  le  bras  de  levier  de  la  résistance  utile  dans  le  premier  cas 
et  de  la  tension  motrice  dans  le  second. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  résoudre  complètement  les  deux 
problèmes  suivants. 

115.  Équilibre  des  forces  appliquées  à  une  poulie  Jixe^  en 
tenant  compte  de  la  roideur  de  la  corde  et  du  frottement  sur 
les  tourillons.  —  Continuons  à  désigner  par  P  la  puissance, 
Q  la  résistance,  R  le  rayon  de  la  poulie,  p  celui  de  l'œil,  /  le 
coefficient  de  ce  tourillon  sur  le  coussinet.  La  force  qui  agit 

sur  le  tourillon  étant  V^[P  +  Q  cos(Pb)]' sin'(PQ),  on  a 

PR  -  Q(R  -t-  e)  -  ,  ^'^    V[P  -4-  Qcos(^)P  H Q^sin^(pè)  =o, 
d'où 

(2)  F  =  Q  +  ^^j^T^S    [P-hQ  cos(P^)r  +  Q^sin^(P$). 

On  pourra  remplacer  approximativement  le  radical  par  une 
fonction  linéaire  des  racines  des  deux  carrés  qu'il  comprend. 

Si  les  deux  brins  extrêmes  de  la  corde  sont  parallèles,  l'é- 
quation (2)  devient 

équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  P  =  a-4-pO, 

a  et  (3  étant  des  coefficients  qu'il  est  facile  de  calculer. 

116.  Des  palans.  —  Reportons-nous  au  n**  7  et  à  la  fig.  117. 
Soient 

P  la  force  motrice  qui  s'exerce  à  l'extrémité  libre  de  la  corde; 
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T„  T„ . . . ,  Tnles  tensions  des  n  cordons  compris  entre  les  deux 
systèmes  de  poulies,  en  partant  du  point  d'attache  de  la 
corde  à  la  chape  supérieure; 

Q  la  charge  à  soulever. 

Nous  supposerons  que  a,  ^  ont  la  même  signiflcation  que 
ci-dessus,  et  ont  la  même  valeur  pour  chacune  des  poulies, 
si,  comme  nous  le  supposerons,  tous  les  œils  ont  le  même 
rayon  et  que  leur  frottement  sur  les  axes  fixes  rapporté  à  la 
pression  est  le  même.  Nous  aurons,  d'après  ce  qu'on  vient  de 
voir,  en  considérant  alternativement  et  successivement  les 
poulies  inférieures  et  supérieures, 

T.  =  ^""V^i  " 

T.=a--?T  ^*r"^  ^PT., 

(5)  (  T3  =  «+?T,   =:{i^P)  +  p'T  = 

T,=«  +  pT,   =a(,  +  ^  +  f')^p'T,  =  «y^  +^'T„ 

(6)  P-ai-pT,  =  ^|^  ^f"'^- 

mais  on  a 

Q=:T,-^T,^...-hT„, 
par  suite,  en  vertu  des  formules  (5), 

Enfin,  en  éliminant  T,  entre  les  équations  (6)  et  (  7  ),  on  trouve 
pour  la  relation  cherchée 
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§  IV.  —  De  la  résistance  de  l'air. 

117.  Lorsqu'un  corps  se  meut  dans  un  milieu,  on  admet, 
comme  nous  Tavons  déjà  dit  au  n"  114  de  la  deuxième  Partie: 
I®  que  le  milieu  n'exerce  une  action  que  sur  la  partie  delà 
surface  du  corps  pour  chacun  des  éléments  dtù  de  laquelle  la 
direction  de  la  composante  normale  (v  de  la  vitesse  ne  pénètre 
pas  dans  le  corps;  2«>  que  le  milieu  exerce  sur  rfw  une  pres- 
sion ou  résistance  normale  dé  la  forme 

k  étant  un  coefficient  proportionnel  à  la  densité  du  milieu  et 
f{w)  une  fonction  de  w  dont  la  forme  ne  peut  se  déterminer 
que  par  l'expérience. 

Pour  l'atmosphère,  kf{w),  qui  conserve  une  petite  valeur 
lorsque  les  vitesses  w  ne  dépassent  pas  une  certaine  limite, 
croît  très-rapidement  à  partir  de  cette  limite,  de  sorte  que  la 
résistance  de  l'air  n'a  une  influence  notable  sur  le  mouvement 
d'un  corps  que  lorsque  les  vitesses  normales  sont  considérables 
pour  une  portion  suffisamment  étendue  de  la  surface  de  ce 
corps. 

La  plupart  des  organes  de  machines  sont  animés  de  faibles 
vitesses  et,  de  plus,  la  surface  qu'ils  opposent  à  la  résistance 
de  l'air  est  peu  étendue.  Cependant  la  résistance  de  l'air  sur 
les  bras  d'un  volant  animé  d'une  grande  vitesse  peut  avoir 
une  certaine  importance,  comme  sur  les  rais  des  roues  des 
véhicules  des  chemins  de  fer,  et  c'est  en  partie  pour  ce  motif 
que  l'on  remplit  quelquefois  les  intervalles  des  rais  ou  qu'on 
en  ferme  les  ouvertures  par  un  disque  de  tôle. 

Les  considérations  exposées  au  §  VII  du  Chapitre  XIV  delà 
deuxième  Partie,  relatives  à  la  résistance  opposée  au  mouve- 
ment de  translation  d'un  corps  dans  un  liquide,  sont  indépen- 
dantes de  l'hypothèse  des  résistances  élémentaires  et  consti- 
tuent un  progrès  notable  sur  l'ancienne  théorie;  mais,  comme 
on  peut  n'en  déduire  des  conséquences  que  dans  un  nombre 
de  Cas  très-limité,  nous  allons  indiquer  comment  Newton  est 
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arrivé  à  donner  le  premier  une  expression  de  la  résistance 
d'un  milieu. 
Soient 

V  la  vitesse  de  translation  dont  est  animé,  parallèlement  à  ses 
arêtes  ou  génératrices  un  prisme  ou  un  cylindre  dans  un 
milieu  dont  le  poids  spécifique  est  H; 

A  la  section  droite  du  corps  ; 

<^  la  résistance  du  milieu  qui  ne  s*exerce  que  sur  Tune  des 
bases  du  corps. 

Dans  le  temps  dt,  le  corps  déplacera  le  volume  de  fluide 
At^rf/;  si  Ton  admet  que  la  masse  comprise  sous  ce  volume 
s'est  déplacée  avec  la  vitesse  t^,  elle  possède  la  quantité  de  mou- 
vement 5  Av^dt,  produite  par  l'impulsion  de  la  pression  du 
corps  sur  le  fluide  et  qui  est  égale  et  opposée  à  ^;  on  a  ainsi 

s 

d'où 

(1)  <^-ÎÏAr\ 

C'est  en  partant  delà  que  l'on  a  été  conduit  à  supposer  que  |a 
vitesse  de  l'air  sur  un  élément  dtù  de  la  surface  d'un  corps  quel- 
conque est  de  la  forme  —  tv^rfck),  w  désignant,  comme  plus  haut, 

la  composante  normale  de  la  vitesse. 

Si  un  solide  de  révolution  se  meut  parallèlement  à  son  axe. 
la  résistance  totale  du  milieu  sera  parallèle  à  cette  direction  et 
sera  évidemment  de  la  forme 

(2)  ^  =  k^kv\ 

s 

A  étant  la  surface  de  l'équateur,  et  Ar  une  constante  qui  dépen- 
dra de  la  forme  de  la  surface 

Il  résulte  de  l'expérience  que  pour  de  très-grandes  vitesses 
la  résistance  croît  plus  rapidement  que  suivant  la  formule  (2). 
Poncelet  a  pensé  que  cela  tenait  à  ce  qu'il  y  avait  une  con- 
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densation  OU  augmentation  de  densité  de  la  partie  du  milieu 
en  contact  avec  le  corps,  croissant  avec  la  vitesse.  En  admet- 
tant que  cette  augmentation  soit  proportionnelle  à  la  simple 
vitesse,  que  n  continue  à  représenter  la  densité  normale  du 
milieu,  nous  devons  remplacer,  dans  Téquation  (2),  n  par  une 
expression  de  la  forme  II  (  n-  a  c  ),  dans  laquelle  a  est  une  con- 
stante, ce  qui  donne 

(3)  A  =  ^^P^i-ho:v); 

S 

c'est  cette  formule  que  M.  le  général  Didion  a  appliquée  aux 
résultats  de  ses  expériences  sur  les  projectiles  sphériques,  el 
qui  Ta  conduit  à  lui  donner  la  forme  [a)  de  la  page  388  du 
tome  P'.  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  considéra- 
tions théoriques,  et  nous  nous  bornerons  à  donner  ci-après 
les  principaux  résultats  de  Texpérience,  pour  que  Ton  puisse 
s'en  servir  en  temps  et  lieu. 

118.  Résultats  de  l'expérience  sur  la  résistance  de  l'air. 
I®  Roues  à  ailettes  : 


A  étant  la  surface  des  ailettes,  v  la  vitesse  de  son  centre  de 
gravité. 

2°  Plan  se  mouvant  normalement  à  la  direction  de  lavitesse: 

^  =  A(o,o36-ho,o84p')  (Didion), 

A  étant  la  surface  du  plan  et  v  sa  vitesse;  quand  le  mouvement 
est  varié,  il  faut  ajouter  à  cette  expression  le  terme  0,1649, 
dans  lequel  9  désigne  l'accélération. 

3**  Plan  incliné  sur  la  direction  du  mouvement  : 


A  étant  la  surface  du  plan  incliné  à  a""  sur  la  direction  de  la 
vitesse  v  dans  les  limites  a  ==.  90®,  a  =  65*». 

4"  Descente  d'un  parachute  en  taffetas  monté  sur  quatre 


,^1=  A (0,0434 -h  0,1002)  (Didion), 


,^1=  A-^(o,o36-f-o,o84t^')  (Didion), 
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baleines  et  une  tige,  ce  qui  lui  donne  la  forme  d'un  parapluie 
ordinaire: 

<a  =  A. 1,936(0, o36  4-0, 084^^')  (DiDiON), 
A  étant  la  projection  horizontale  du  parachute. 
5°  Descente  d'un  parachute  renversé  : 

,^1  =  A. 0,768(0,036  -4-  0,084 p')  (DroiON). 
6"  Résistance  de  l'air  sur  un  train  de  chemin  de  fer  : 
<?l=:  A. 0,0927 (Harding), 
A  étant  la  section  maximum  du  train. 
7"  Projectiles  sphériques  : 

cR.  =  0,0277rR^^^(l  -H  0,0023ï'), 

entre  les  limites  3oo  mètres  et  65o  mètres  de  la  vitesse  c,  R 
étant  le  rayon  du  projectile. 

A  cette  formule  on  peut,  dans  les  mêmes  limites,  substituer 
la  suivante  : 

^  =  0,000l47rR'«''. 

D'après  M.  Mayewski,  on  a 

,a  =  o,o6i7rR2p'  entre  ï'  =  376'"  et  ï^  =  53o'° 

et 

,?l  =  o,oi27rR='(;*        ^j^^  J    pour  p<  376™. 

8**  Projectiles  oblongs  se  mouvant  parallèlement  à  leur  a^e  : 

ê{.  =  o,o447rR^(^'  (Mayewski)   entre   =  36o  et  v  =  Sio", 
<a  =o,oi27rR='ï^* j^iH-  J  (Mayewski)   pour  f^<36o"'. 

§  V.  —  Des  chocs  dans  les  machines. 

119.  Un  choc  dans  le  jeu  d'une  machine  détermine  toujours 
une  perte  de  demi-force  vive  au  détriment  de  la  consti- 
tution des  pièces  choquantes,  par  suite  de  ce  que  ces  pièces 
ne  sont  pas  parfaitement  élastiques.  Cette  perte,  qui,  en  va- 
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leur  absolue,  vient  se  retrancher  du  travail  moteur,  constitue 
un  travail  résistant,  et  Ton  voit  ainsi  comment  on  est  conduit 
à  classer  les  chocs  dans  la  catégorie  des  résistances  passives. 

Il  y  a  toujours  avantage,  pour  éviter  les  déceptions,  dans  le 
calcul  de  l'effet  utile  d'une  machine,  à  porter  au  maximum  les 
pertes  de  travail  dues  aux  résistances  passives,  que  l'on  sait 
évaluer,  par  compensation  avec  les  pertes  semblables  dues  à 
d'autres  résistances,  secondaires  à  la  vérité,  et  que  l'on  ne 
peut  soumettre  au  calcul;  c'est  pourquoi  nous  admettrons 
dans  ce  qui  suit,  comme  on  le  fait  d'habitude,  que  les  organes 
percutants  sont  complètement  dénués  d'élasticité. 

120.  Des  pilons.  —  Un  pilon  n'est  autre  chose  qu'une  lige 
verticale  terminée  inférieurement  par  une  masse  pesante 
(plate  horizontalement,  arrondie  ou  trapézoïdale  selon  la  na- 
ture du  travail  que  l'on  veut  effectuer)  et  guidée  comme  on  l'a 
dit  au  n*»  90.  Un  parallélépipède  rectangle  (mentohnet)  est 
fixé  normalement  à  l'une  des  faces  de  la  tige,  entre  ses  deux 
guides. 

Un  arbre  horizontal  animé  d'un  mouvement  de  rotation, 
dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  la  direction  du  mouvement 
du  pilon,  est  muni  de  saillies  ou  cames  qui,  en  agissant  suc* 
cessivement  sur  le  mentonnet,  soulèvent  à  une  certaine  hau- 
teur le  pilon;  le  pilon  abandonné  à  lui-même  retombe  ensuite 
par  son  propre  poids  et  broie  (éocarrf),  foule  [foulon)  la  ma- 
tière, etc. 

On  s'arrange  ordinairement  de  manière  que  la  vitesse  de 
translation  du  pilon  reste  dans  un  rapport  constant  avec  la  vi- 
tesse de  rotation  de  l'arbre,  ce  qui  conduit  (n°  115)  à  donner 
aux  cames  la  forme  d'une  développante  de  cercle. 

Soient  (fg.iSS  et  i54) 

I  le  moment  d'inertie  de  l'arbre; 
p  le  rayon  de  ses  tourillons; 

/,  le  frottement  de  ces  tourillons  sur  leurs  coussinets; 

wo,  w  les  vitesses  angulaires  de  l'arbre  avant  et  après  le  choc 

d'une  came  contre  le  mentonnet  ; 
Ml  la  masse  du  pilon; 
V  sa  vitesse  après  le  choc; 
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N'*  la  réaction  normale,  variable  pendant  le  choc,  du  mentonnei 
sur  la  came  au  point  de  contact  m,  tangente  en  C  à  la  cir- 
conférence enveloppée  du  profil  de  la  came; 
le  coefficient  de  frottement  de  glissement  correspondant; 

R  le  rayon  mené  de  Taxe  0  au  point  m  ; 

9  Tangle  qu'il  forme  avec  la  verticale. 


Concevons  que  Ton  imprime  à  tout  le  système  une  vitesse 
égale  et  contraire  à  V,  de  manière  à  ramener  le  pilon  au  re- 
pos; le  centre  instantané  de  rotation  de  Tarbre  viendra  en  C, 
et  le  glissement  de  la  came  sur  le  mentonnet  aura  lieu  par 
suite  de  la  droite  vers  la  gauche;  la  réaction  tangentielle  du 
mentonnet  sur  la  came  sera,  par  suite,  dirigée  de  la  gauche 
vers  la  droite. 

Les  quantités  de  mouvement  autour  du  point  ou  axe  0, 
avant  ou  après  le  choc,  formant  des  couples,  la  percussion  sur 
les  tourillons  est  la  résultante  des  impulsions  fWdt,f'f^dt, 
rintégrale  étant  prise  pendant  toute  la  durée  du  choc;  on  a 
donc,  en  considérant  Tarbre  comme  libre  autour  de  son  axe 
et  exprimant  que  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement  perdues  et  des  impulsions  des  forces  est  nulle, 

I(w  -  w,)  rr  -Rsin^i^/NV//  — Rcosv/'/N"^^^ 


Fig.  r53.  . 


/.P 


3o2 
ou 
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(i)     I  («a  ~     =  S^"dt  [r  (sin<ï>  -H  f" cos y )  -h ^        1  » 

L  V/I-+-/Î  J 

Nous  représenterons  les  guides,  leurs  réactions,  la  distance 
verticale  des  deux  couples  de  guides  par  les  mêmes  lettres 
qu'au  n°  90,  auquel  nous  nous  reporterons,  pour  la  discussion 
relative  à  ceux  des  guides  qui  doivent  fonctionner. 

Fig.  154. 


Les  impulsions  des  réactions  des  guides  et  de  la  came  de- 
vant faire  équilibre  à  la  quantité  de  mouvement  perdue  —  MV, 
pour  obtenir  les  formules  qui  se  rapportent  au  mouvement 
du  pilon,  il  suffira  d'intégrer  pour  la  durée  du  choc  les  équa- 
tions (i)  du  numéro  précité,  après  y  avoir  supposé  X  =  N"/", 
Y  =  N'',  et  en  y  considérant  ^  et  j  comme  constantes,  et  d'in- 
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iroduire  MV  dans  le  second  membre  de  la  seconde  de  ces 
équations.  On  trouve  ainsi 

/  IN  ^/  -  MV      _/"(/^/'  )]  ^  (^_^/«  -  e  )  [f^f)  ' 

'  CK'^  -  MV  {l—fe)f"-^x-rf  

(2)    <  /IS  rf/  -  MV  (a:-xf-e)  if-f')' 


ou  encore,  comme  (90),  quel  que  soit  le  signe  des  deux  pre- 
mières intégrales,  on  doit  toujours  supposer /':=/ dans  les 
termes  en  e, 

(3)  ls^'de=-m 
/N'W/  =  MV 


—  X 

(l-y-fe)f' 

-yf)  (/- 

■/') 

/[2 

-/'(/+/')] -l^- 

■/') 

/[a 

-/"(/-*-/')]- 1-^- 

-r/")(/- 

•/') 

Le  signe  de  chacune  des  impulsions  /N  dt,  f^'dt  dépend 
des  valeurs  attribuées  etj.  Supposons,  par  exemple,  que  la 
première  soit  négative  :  cela  voudra  dire  qu'au  lieu  du  guide  A 
c'est  le  guide  A,  qui  fonctionne  ;  on  devra  changer  N  en  —  N, 
/en  — /,  et,  si  la  seconde  impulsion  est  positive,  on  rempla- 
cera /'  par/. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  troisième  des  équations  (3)  pourratou- 
jours  se  mettre  sous  la  forme 

.  (4)  /N%//=K.MV, 

K  étant  un  coefficient  que  Ton  sait  calculer. 
Des  équations  (i)  et  (4)  on  déduit 

(5)  I(co,~«)  =KMVrR(sinî>-t-/''cosç)-T-  -Jil— y/T^"]- 

De  ce  que  la  came  et  le  mentonnet  sont  censés  dépourvus 
d'élasticité,  leur  vitesse  normale  au  point  m  est  la  même,  ce 
qui  s'exprime  par  la  relation 

(6)  V  =  wRsin<p. 
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On  déduit  des  équations  (5)  et  (6) 


w  =  - 

I 


(y  ^^Rsiny  


Après  le  choc  le  pilon  s'élèvera,  sans  exercer  de  frottement 

V* 

appréciable  sur  ses  guides,  à  très-peu  près  àja  hauteur  — 

et  retombera  de  la  même  manière  en  possédant  au  bas  de  sa 

course  la  demi-force  vive        '  qui  sera  plus  ou  moins  bien 

utilisée  à  produire  le  travail  voulu. 

Si  la  force  motrice  restitue  à  Tarbre,  entre  la  fin  d'un  choc 
et  le  commencement  du  suivant,  la  perte  de  force  vive  qu'il  a 
éprouvée,  sa  vitesse  moyenne  sera 


et  l'on  trouvera  facilement  les  expressions  de  w,  &)«,  V  en 
fonction  de  12.  Quant  à  la  perte  totale  de  la  force  vive  due  au 
choc,  elle  a  pour  expression 


 1 


et  pourra  s'exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire 
moyenne. 

121.  Choc  des  cames  et  des  marteaux.  —  L'usage  des  mar- 
teaux mobiles  autour  d'un  axe  horizontal  a  presque  entiè- 
rement disparu  dans  les  forges.  Au  marteau  allemand  (soulevé 
entre  la  tête  et  l'axe  par  des  cames  montées  sur  un  arbre  dont 
l'axe  horizontal  est  perpendiculaire  au  précédent)  et  au  mar- 
teau frontal  (soulevé  au  delà  de  la  tête  par  rapport  à  l'axe  du 
marteau  auquel  est  parallèle  celui  de  l'arbre),  on  a  substitué 
les  presses,  puis  le  marteau  pilon  et  les  cylindres  cingleurs. 
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Au  martinet  franc-comtois  (soulevé  au  delà  de  son  axe  par 
rapport  à  la  tête)  a  succédé,  pour  la  fabrication  de  la  verge,  le 
train  de  cylindres  connu  sous  le  nom  de  petit  mill. 

Ces  marteaux  offrent  néanmoins,  au  point  de  vue  de  la  théo- 
rie des  chocs,  un  véritable  intérêt,  et  nous  allons  étudier  en 
particulier  le  cas  du  martinet. 

Si  Ton  veut  que  la  vitesse  angulaire  du  martinet  reste  dans 
un  rapport  constant  avec  celle  de  l'arbre,  comme  l'épaisseur 
du  manche  est  petite,  on  donnera  au  profil  des  cames  la 
forme  épicycloïdale  des  dents  de  Tengrenage  à  flancs  recti- 
lignes  (15). 


0,  0'  les  axes  de  l'arbre  et  du  marteau; 

m  le  point  de  contact  d'une  came  avec  le  manche  au  moment 

où  le  choc  a  lieu; 
R  la  distance  Om; 

OK  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  tangente  en  m 

à  la  came; 
9  Tangle  mOK; 
R'  la  distance  O'm; 

K'  la  projection  de  0'  sur  le  prolongement  de  Km; 
9'  l'angle  formé  par  O'm  avec  O'K'; 

1,  V  les  moments  d'inertie  de  l'arbre  et  du  marteau  par  rap- 
port à  leurs  axes  respectifs; 

M' la  masse  du  marteau; 
G'  son  centre  de  gravité; 
a  la  distance  O'G'; 

III.  20 


Soient  {Jig.  i55) 


Fig.  i55. 
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H'  la  projection  de  G'  sur  la  parallèle  en  0'  à  Km; 
a  r angle  formé  par  O'G'  et  O'H'  ; 
p,  p'  les  rayons  des  tourillons  de  Tarbre  el  du  marteau  ; 
/^/',  les  coefficients  de  frottement  de  ces  tourillons  sur  leurs 
coussinets; 

/  le  coefficient  de  frottement  de  la  came  sur  le  marteau  ; 
Wo  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  avant  le  choc; 
0),  w'  les  vitesses  angulaires,  après  le  choc,  de  l'arbre  ei  du 
marteau; 

N  la  réaction  normale  variable  du  marteau  sur  la  came  pendant 
le  choc. 

La  direction  de  N/est  celle  du  glissement  du  marteau  sur 
la  came,  ou  de  la  résultante  des  vitesses  w'R'  du  point  du 
marteau  qui  se  trouve  au  contact,  et  de  la  vitesse  —coR  égale 
et  contraire  à  celle  du  point  de  la  came  qui  se  trouve  aussi 
en  m  ;  N/ est,  par  suite,  dirigé  vers  la  droite,  comme  l'indique 
la  figure. 

Les  quantités  de  mouvement  perdues  de  l'arbre,  formant  un 
couple,  n'exercent  aucune  action  sur  Taxe;  l'impulsion  de  la 
réaction  des  coussinets  sur  les  tourillons  se  réduit,  par  suite, 
à  v^i  -hf'./Ndt  et  donne,  par  rapport  au  point  0,  le  moment 

Il  vient  donc,  en  exprimant  que  les  quantités  de  mouve- 
ment perdues  et  les  impulsions  des  forces  se  font  équilibre 
autour  du  point  0, 

I  (w-  coj  =  -  mK.f^dt  —  OK.ff^dt  -  -^ÂL=  \/TTJ^.fNdi 

ou 

(i)     I(co-coJ---/Nt//rR(siny^/cos<F)+  s/7T~f^']. 

L  J 

Considérons  maintenant  le  marteau  sur  lequel  agissent  en  m  • 
les  composantes  N',  N'/de  la  réaction  de  la  came,  égales  et 
contraires  à  N  et  N/.  La  résultante  des  quantités  de  mouve- 
ment perdues,  étant  la  quantité  de  mouvement  perdue  du 
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centre  de  gravité  où  toute  la  masse  serait  concentrée,  a  pour 
expression 

et  ses  projections,  Maw'cosa,  Maoi)'sina,  sur  les  directions 
de  N'  et  N'/  sont  de  même  sens  que  ces  forces.  Les  im- 
pulsions de  la  réaction  du  coussinet  faisant  équilibre  à  celles 
de  NVN'/età  —  Maw'.  ont  pour  résultante 

>/(Maw'cosa-H/Ne/0'-+-(Maw'sina-H/./Nd/O% 
et  l'on  a,  pour  Téquation  des  moments  par  rapport  au  point  0', 

 /'^     v/(Mflw'cosa     S^dtf-^-  (Maw'sina    /.  j  N  dty 

ou 

j  IV  =  /N^//R'(sin<p'-f-/'cosf  ) 

équation  dans  laquelle  on  pourra  remplacer  le  radical  par  une 
fonction  linéaire  des  racines  des  deux  carrés  qu'il  comprend, 
en  remarquant  que,  en  général,  le  premier  sera  supérieur  au 
second. 
On  a  d'ailleurs  la  relation 

(3)  '      wRsiny  =  w'R'sinç', 

qui  exprime  que,  à  la  fin  du  choc,  les  vitesses  normales  de 
Tarbre  et  du  marteau  sont  égales,  puisque  Ton  suppose  que 
les  deux  pièces  sont  complètement  dénuées  d'élasticité. 

En  éliminant  fNdt  entre  les  équations  (i)  et  (2),  l'équation 
résultante,  jointe  à  l'équation  (3),  fera  connaître  w  et  w'. 

Si  nous  négligeons  l'influence  relativement  faible  du  frot- 
tement sur  les  tourillons,  les  équations  (i)  et  (2)  se  réduisent 
aux  suivantes  : 

(l'I  I(w  — wj  =  — /Ne//.R(siny-f-/cos<p), 

{1')  Fw'-r  /Ne//.R'(siny'-^/cos?'); 

20. 


3o8 

(1*011 


et,  en  vertu  de  la  relation  {3J, 

FR^  sincp-+-/cos<p  siny  ^ 
ÏR^  siny'-+-/cos  (f'  sîn  ^' 

R  sin<p 

 R^  sTny  

rR^  siny-h/coscp  siny 
1r^*  sin<)/'-t-/cos<p'  sinç' 

11  sera  facile  d'exprimer  Wo,  w,  au  moyen  de  la  vitesse 
moyenne  de  Tarbre 

et  de  calculer  I,  par  suite  le  moment  d'inertie  d'un  volant, 
pour  que  l'écart  relatif  de  vitesse 

soit  au  plus  égal  à  une  fraction  déterminée. 

122.  De  la  levée  du  marteau.  —  Après  le  choc,  le  marteau 
s'élèvera  à  une  certaine  hauteur,  puis  retombera  sur  la  masse 
à  élaborer  placée  sur  l'enclume.  Nous  nous  bornerons,  en  con- 
servant les  dénominations  précédentes,  à  étudier  le  mouve- 
ment ascendant  ou  la  levée  :  la  théorie  de  la  chute  s'établirait 
de  la  même  manière. 

Soient,  à  un  instant  quelconque  (fig>  i56),  B  l'inclinaison 

dB 

de  O'G'  sur  l'horizon;  &)'=::  ^  la  vitesse  angulaire  du  mar- 
teau. Appelons  û/j  la  vitesse  angulaire  du  marteau  après  le 
choc,  ou  ce  que  nous  avons  désigné  plus  haut  par  w'  et  que 
nous  supposons  connu;  0,  la  valeur  correspondante  de  Q.  La 
pression  exercée  sur  Taxé  0'  est  la  résultante  du  poids  W  g 
et  de  la  force  d'inertie  de  la  masse  M'  supposée  concentrée 
en  G,  qui  se  compose  de  la  force  centrifuge  M'w"a  et  de  la 
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—  w  _  TR  sin<5p  coscp 


IR'  sin<p'-i-/cos^' 


7  7 


(3') 
(4) 
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force  langeniielle  Ma^»  dirigée  en  sens  inverse  de  la  vi- 
tesse w' a.  Or,  le  poids  M'g^  donnant  les  composantes  —  M'g-sin  9, 

Fig.  i56. 


M'gfcosô  suivant  les  directions  de  ces  deux  dernières  forces, 
la  pression  sur  0'  a  pour  expression 


On  a  donc,  en  prenant  les  moments  par  rapport  à  0', 


(5 


On  remarquera  que        est  négatif,  que  les  deux  binômes 

sous  le  radical  peuvent  passer  du  positif  au  négatif  et  que 
Ton  ne  peut  pas  assigner  a  priori  les  limites  entre  lesquelles 
varie  leur  rapport;  de  sorte  qu'il  n'est  pas  possible  de  rem- 
placer approximativement  le  radical  par  une  fonction  linéaire 
des  racines  de  ses  deux  carrés.  Nous  procéderons  alors  comme 
il  suit  : 

Si  nous  appelons  "k  =  jj^p-^  la  longueur  du  pendule  synchrone 

de  la  masse  M'  correspondant  à  Taxe  d'oscillation  0'  et  si 
nous  négligeons,  comme  première  approximation,  le  terme, 
en/J  p'  qui  est  toujours  très-petit,  la  formule  (5)  devient 


(6) 
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d'où,  en  multipliant  par  dO  et  intégrant, 

(7)  «'^'^w^H-  ^(sinô,-sin9). 

Portons  les  valeurs  (6)  et  (7)  de  Téqualion  (5),  multiplions 
ensuite  par  dO  et  intégrons,  nous  aurons 

I'     =  w;-'  -f.      (  SinG,  -  SinG )  -  — ^ 

et  Ton  est  ramené  ainsi  à  une  quadrature.  L'angle  de  levée  6j, 
obtenu  en  supposant  cù'  =  0  dans  cette  formule,  sera  un  peu 
inférieur  à  celui  9'^  que  Ton  obtient  en  faisant  la  même  hypo- 
thèse dans  réquation  (7),  qui  donne 

sinG'  =  sinG,  h-  —  wj. 

Pour  0  =  00,  le  premier  binôme  sous  le  radical  a  pour  va- 
leur 

-  w?  —  smQ, 
g 

et  celle  valeur  sera  généralement  positive,  parce  que  l'angle  0i 
est  ordinairement  petit;  pour  ô  =  0\  il  se  réduit  à 

et  la  considération  de  ces  deux  limites  permettra  de  remplacer 
le  radical  par  une  fonction  linéaire  des  racines  de  ses  carrés 
pour  intégrer  par  approximation. 

On  limite  ordinairement  la  levée  des  martinets  franc-com- 
tois et  des  marteaux  allemands,  en  les  faisant  buter  contre 
une  pièce  de  bois  (rabat)  encastrée  à  une  extrémité,  et  assez 
longue  pour  présenter  un  certain  degré  d'élasticité,  de  sorte 
que  la  force  vive  perdue  par  ce  choc  est  faible.  Le  rabat  a  pour 
objet  de  réduire  notablement  la  durée  de  l'oscillation  com- 
plète du  marteau,  et  d'obtenir  un  plus  grand  nombre  de  coups 
par  minute. 


CALCUL  DES  tttSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  MACHINES,  ETC.     3l  I 

123.  Des  effets  du  tir  sur  les  différentes  parties  de  l'affût 
d'une  bouche  à  feu.  —  La  durée  du  parcours  d'un  projectile 
dans  l'âme  d'une  bouche  à  feu  étant  irès-courle,  on  peut  assi- 
miler à  des  chocs  l'effet  de  la  pression  des  produits  de  la  com- 
bustion de  la  poudre  sur  le  fond  de  Tâme  et  ceux,  qui  en  ré- 
sultent par  contre-coup,  de  la  pièce  sur  l'affût,  de  l'affût  sur 
les  nvoyeux,  des  jantes  des  roues  sur  le  sol. 

De  deux  choses  l'une  :  i®  ou  la  crosse  et  les  roues  exercent 
une  pression  sur  le  sol  pendant  la  durée  du  choc,  et  alors  tout 
le  système  prend  un  mouvement  de  translation  parallèle  au 
sol  sur  lequel  les  roues  roulent  ou  glissent;  2°  ou  les  roues 
n'exercent  aucune  pression  sur  le  sol;  dans  ce  cas,  la  transla- 
tion parallèle  au  sol  sera  accompagnée  d'une  rotation  autour 
du  point  d'appui  de  la  crosse  sur  le  sol. 

Dans  l'un  ou  l'autre  cas,  ou  la  culasse  s'appuiera  sur  la  vis 
de  pointage  et  alors  l'affût  et  la  pièce  se  mouveront  comme 
s'ils  formaient  un  seul  corps  solide,  ou  la  culasse  se  séparera 
de  la  vis  de  pointage,  la  bouche  à  feu  prenant  ainsi  un  mou- 
vement propre  de  rotation  autour  de  son  axe. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  remarquer  que  l'on 
peut  supposer  le  système  réduit  à  sa  projection  sur  son  plan 
méridien,  perpendiculaire  aux  axes  des  tourillons  et  des  fu- 
sées, mené  en  leur  milieu,  en  attribuant,  aux  projections  des 
différentes  parties  dont  il  se  compose,  les  masses,  les  mo- 
ments d'inertie,  etc.,  de  ces  parties. 

Comme  nous  n'avons  aucune  notion  sur  la  manière  dont  se 
meuvent  les  éléments  matériels  de  la  charge  dans  l'âme  à 
mesure  qu'elle  se  brûle,  nous  ne  pourrons  tenir  compte  de 
cet  élément  que  par  approximation,  en  supposant,  comme  au 
n"  46  de  la  troisième  Partie,  que  la  moitié  de  la  charge  possède 
la  même  vitesse  que  le  projectile  et  l'autre  moitié  la  même  vi- 
tes;se  que  la  pièce  elle-même.  Ainsi,  dans  ce  qui  suit,  nous 
comprendrons  dans  la  masse  du  projectile  la  moitié  de  la  masse 
de  la  charge;  quant  à  l'autre  moitié,  elle  est  négligeable  par 
rapport  à  la  masse  de  la  pièce. 

Comme,  dans  les  questions  de  choc,  on  ne  fait  pas  interve- 
nir l'action  de  la  pesanteur,  nous  pourrons,  pour  simplifier  le 
langage,  supposer  que  le  sol  est  horizontal. 


3l2  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  IV. 

La  fi^,  i57  représente,  à  une  échelle  réduite,  une  pièce 
de  7  se  chargeant  par  la  culasse. 


Fig.  157. 


Soient  {fig.  i58),  en  projection  sur  le  plan  vertical  passant 
par  Taxe  de  la  pièce, 

0,,  Oa  les  axes  des  tourillons  et  des  fusées; 
Oj  le  point  d*appui  de  la  crosse  sur  le  sol; 
BO,B'  Taxe  de  la  pièce; 

/  sot)  inclinaison  sur  Thorizon  considérée  connme  positive  ou 
négative  selon  que  la  portion  0,B  de  Taxe,  dirigée  vers  la 
volée,  se  trouve  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'horizon; 

G,  le  centre  de  gravité  de  la  pièce,  censé  situé  sur  son  axe; 

y  sa  dislance  à  TaxeO,,  égale,  environ,  au  du  diamètre  de 
ràme; 

Gi  le  centre  de  gravité  de  raffût  et  des  roues; 

hu  ai  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  du  sol  et  la  distance  de 

sa  projection  horizontale g-j au  point  d'appui  de  la  crosse; 
A  le  point  de  contact  géométrique  des  roues  avec  le  sol  ; 
/  sa  distance  au  point  O3  ; 

n  la  hauteur  verticale  0|0,  de  Taxe  Oi  au-dessus  du  sol  etx 

la  distance  de  sa  projection  horizontale  o,  au  point  O^; 
/?i=:;(;sin/  — y}Cos/ la  distance  du  point  O3  à  Taxe  de  la  pièce; 
R3  le  rayon  Os  A  des  roues; 

m  la  masse  du  projectile  augmentée  de  celle  de  la  moitié  delà 
charge  ; 
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V  la  vitesse  du  projectile  à  sa  sortie  de  Tâme; 

M9  M19  Ms,  M3  les  masses  de  tout  le  système,  de  la  pièce,  de 

l'ensemble  de  Taffût  et  des  roues,  et  des  roues; 
n,,  Ha,  /is  les  rapports  à  M  de  Mi,  M,,  M3; 


Fig.  i58. 


Mik]y  Mikl,  Mikl  les  moments  d*inertie  des  masses  Mi, 
Mj,  M3  par  rapport  aux  perpendiculaires  au  plan  de  la  figure 
passant  par  leurs  centres  de  gravité  respectifs  ; 

Pi,  p3  les  rayons  des  tourillons  et  des  fusées; 

fiy  A*  fi  coefficients  du  frottement  de  glissement  des  tou- 
rillons sur  leurs  coussinets,  des  fusées  dans  leurs  boîtes  et 
des  roues  ou  de  la  crosse  sur  le  sol; 

5,  le  coefficient  du  frottement  de  roulement  des  roues  sur  le 
sol; 

N„  N',,  N',,  N3,  N,  les  impulsions  des  réactions  normales  de 
Taffût  sur  les  tourillons,  de  la  vis  de  pointage  sur  la  culasse, 
des  fusées  sur  Taffût,  du  sol  sur  les  roues,  du  sol  sur  la 
crosse  ; 

T2,  T3  les  impulsions  des  réactions  langentielles  correspon- 
dant à  N„  N3; 

û)i,  wa,  ck)3  les  vitesses  angulaires  de  la  pièce  autour  de  Taxe 
des  tourillons,  de  raffùl  et  des  roues  autour  de  Taxe  projeté 
en  Oa,  et  des  roues  autour  de  Taxe  des  fusées  ; 

V  la  vitesse  de  translation  horizontale  de  tout  le  système  au 
moment  où  le  projectile  sort  de  Tâme  et  qui  est  de  sens 
contraire  à  la  projection  horizontale  de  v. 

Nous  allons  examiner  successivement  les  deux  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 
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1°  Les  roues  et  la  crosse  restent  en  contact  avec  le  soi.  — 
Tout  le  système  sera,  après  la  sortie  du  projectile,  animé  de  la 
vitesse  V  et  les  roues  tourneront  autour  de  leur  axe  en  glissant 
ou  roulant  sur  le  sol. 

La  pièce,  ou  se  détachera  de  la  vis  de  pointage  par  une 
rotation  Wi  autour  de  Taxe  0,  de  la  gauche  vers  la  droite,  ou 
ne  sera  animée  que  du  mouvement  de  translation. 

Si  la  pièce  tourne  autour  de  0»,  l'impulsion  N',  est  nulle  et 
la  quantité  de  mouvement  perdue  qui  fait  équilibre  à  N,  -f-  N,/, 
se  compose  de  MV,  ~  mv  et  de  —  Mi  Wiy,  que  nous  néglige- 
rons dans  l'évaluation  du  moment  du  frottement  des  touril- 
lons, eu  égard  à  la  petitesse  de  y  et  de  /ipi.  On  a  donc,  en 
négligeant  de  plus/'  devant  Tunité, 

—  M,  ( 7' )  w,  —  M,  V 7  sin/  —  /  p,  v/( M,  V  —  /wt' cosz  f  -h  /w' f ^  sin'i. 

Mais,  si  Ton  néglige  les  frottements  et  le  mouvement  de  ro- 
tation des  roues  dont  TinCluence  est  secondaire,  on  a,  en  pro- 
jetant les  quantités  de  mouvement  sur  l'horizontale, 

/wPcos/  =  MV, 

de  sorte  que  Ton  peut  écrire  avec  une  approximation  très-sa- 
tisfaisante 


(0      "^'^  k\  \^'^^'^^'-f^?^ 

mais,  pour  que  les  choses  se  passent  comme  nous  l'avons  sup- 
posé, il  faut  que  w,  soit  positif,  ce  qui  exige  que  i  soit  négatif 
ou  que  la  volée  plonge  sous  l'horizon;  s'il  n'en  est  pas  ainsi, 
la  culasse  reste  en  contact  avec  la  vis  de  pointage. 

Nous  laisserons  constamment  subsister  w,  dans  nos  for- 
mules, sauf  à  supposer  nulle  cette  vitesse  angulaire  lorsque  / 
sera  positif. 

La  crosse  glissant  sur  le  sol,  on  a 

et,  en  exprimant  que  les  quantités  de  mouvement  perdues  se 
font  équilibre  sur  tout  le  système  dans  le  sens  horizontal  et 


à 
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le  sens  vertical,  on  a 

MV  —  mv  cosi  H-  T3  H-  Nj/^     M,  w,  7  sin/  =  o, 
—     slni  -H  N3  -H  N2  —  M  w,  7  cosi  =  o, 

OU,  comme  w,  est  de  Tordre  de  la  distance  y,  dont  nous  négli- 
gerons le  carré, 

,  ^  (  MV  — /wpcos/-hT3-hN2/,  =  o, 

(2)  < 

(  —  mçfsini  -f-  N3  -f-  N.^  =  o. 

Nous  allons  mainienani  exprimer  que  les  sommes  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  perdues  et  des  impul- 
sions des  forces  pour  tout  le  système  se  font  équilibre  autour 
de  l'axe  Oa,*  nous  négligerons  le  coefficient  à  par  rapport  à  / 
quand  il  y  aura  lieu  de  le  faire  entrer  en  ligne  de  compte, 
c'est-à-dire  quand  il  y  aura  roulement;  nous  considérerons  la 
vitesse  angulaire  0)3  comme  positive  lorsque  son  sens  sera  de 
la  droite  vers  la  gauche;  les  quantités  de  mouvement  perdues 
auxquelles  donne  lieu  cette  vitesse  se  réduisent  à  un  couple 
dont  le  moment  est  M^klco^.  Si  Ton  continue  à  négliger  les 
termes  du  second  ordre  en  y,  on  peut  supposer,  dans  Tévalua- 
lion  du  terme  en  &)t,  que  0,  est  le  centre  de  gravité  de  la  pièce  ; 
de  sorte  que  celle  vitesse  angulaire  donne  lieu  à  des  quantités 
de  mouvement  perdues,  qui  forment  un  couple  dont  le  mo- 
ment est  —  Mik]  0),.  Nous  avons  ainsi 

Mj/^j  V  -h  M,  (>î  ■—  7  s\ni)  V  ■+-  mvp  h-  M3 hl  W3  —  M,  h]  eu,  —  N3/  =  o. 
Posons 

[a)  M/i  =  M,//,-hM,y3; 

h  serait  l'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  de  tout  le 
système  si  0,  était  celui  de  la  pièce;  l'équation  ci-dessus  de- 
vient 

(3)  (M//  —  M, 7  sin/)  V  -+- mvp  -h  M./J  W3  —  M,/"} o^,  -  N,  /=  o. 


La  résultante  de  N',,  N'jjT^  étant  égale  et  opposée  à  celle 
de  N3,  T3,  et  de  la  quantité  de  mouvement  translatoire  M3V, 
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on  a,  en  considérant  les  roues  et  prenant  les  moments  par 
rapport  à  O3, 

mais  Ta  est  au  plus  égal  à  Na/i;  de  sorte  que  Ton  a,  en  négli- 
geant les  termes  du  second  ordre  en/.,/^ , 

( 4 )         -        «3 -  P3/;  v/MTV^TnI  -  N3^  -h  T3R3  =  o. 

Nous  avons  maintenant  à  faire  deux  hypothèses. 
a.  Les  roues  roulent  sur  le  sol.  —  On  a 

V 

L'équation  (4)  devient  par  suite 

-  M3   y-p.A  \/MïW^i -^j^  T3R3  =  o 

et  montre  que  la  quantité  de  mouvement  M3V  est  de  Tordre 
du  frottement,  de  sorte  que  Ton  peut  en  négliger  le  carré  sous 
le  radical;  en  posant 

il  vient 

(4')  T3=M3U3V+N3|^, 

"3 

La  première  des  équations  (2)  devient  par  suite 

A 

N3  ^  -f-  N.,/2  —      cosi  —  M  (i  -h  n^u.^)  V, 

et  donne  avec  la  seconde 

I  ^  _      (A  sin  /  —  cosO  H-  M  (  I  H-  «3  fA,  )  V 
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L'équation  (3)  prend  la  forme 

I  M  (  i-f-  «3    )  V  -i-  mif  (/j  sin/  —  cos/) 

(  =7{f'^-w)  [M(/^-^/^3P3R3-''.7SinOV-^m./>-M.>îi^,]. 
Si  nous  posons 


et 

e  =  -^[7Sini-^/.p.Y/(^-i)V^tang'/]    ou  co.=e^, 

sauf  à  supposer  e  =  o  lorsque  sera  positif,  et  si  nous  nous 
rappelons  p  =  x^ini  —  yj  cos/,  Téquation  (3')  donne 

r('~  7/3)cos/-sini(/;-/3^\] 
(6)    MV  =  /wP  LA  L_Z  ^  . 

I  -/s  7       ''aPs      -  /a  7  J      ''./a   7  ' 

Les  équations  (4')  et  (5)  feront  ensuite  connaître  les  va- 
leurs deTa,  N3,  N'3;  mais,  comme  elles  sont  très-compliquées, 
pour  mieux  voir  de  quelle  manière  les  choses  se  passent,  nous 
négligerons  les  petits  termes  en  e,  y,  A  et  de  plus  ceux  en  113 
dans  le  calcul  de  V,  N3,  N'3  ;  nous  trouverons  ainsi,  en  remar- 
quant que /a  devient /î, 


[(1-7/.)  cos/-/,(^i^f)  sin/] 

.  h 
1-/^7 


h 


XT  I       m^r/.  (>]  — /i)  COS/ H- (  Y— /l/i)  sin/ 

N3  /  —  MV^  -4-  mvp  —  —  mv  —  , 

1-/27 

/  =  /wo sin;  l  —  ^^l—rm  ^-  , 

T,l  =  n,iJi,m  =  nw  [(/-  r>A)cosi-f,  (z-  /)  sin/]. 

En  remarquant  que  ri'>à,  les  conditions  N3>>o, 
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Nj  >■  o,  T3  <  Nj/,  se  traduisent  par 

(7)    tang,>^-^,   tang/<^;,   ^-ii>  ^.f^H-\,Ax-i) 

En  satisfaisant  à  la  troisième  de  ces  conditions,  on  satisfera 
a  fortiori  à  la  première;  les  deux  limites  de  i  sont  donc  don- 
nées par  la  deuxième  et  la  troisième  de  ces  inégalités.  Pour 
qu'elles  soient  compatibles,  il  faut  que 

(>,-/0(/-/3A)>(x-/)[>î-/*~îy^(/-A)], 

ce  qui  aura  généralement  lieu;  car  x^st  presque  toujours 
égal  à  /  ou  en  diffère  très-peu.  L'angle  i  sera  positif  et  par 
conséquent  la  pièce  ne  tournera  pas  sur  ses  tourillons. 
6.  Les  roues  glissent  sur  le  soL  —  Dans  ce  cas  on  a 

et  les  équations  (2)  deviennent 

(  MV  — /w»;cos/-f-/,(N,-HN3)  =  o, 
I  —  mvsïni  h-  N2 -f-  N3  =  o, 

d'où 

(6')  MV  =  mv(cosi  —f^  sin/). 

Nous  pourrons,  dans  le  terme  très-petit  en  p^fl  de  l'équa- 
tion (4),  négliger         devant  N3,  en  raison  de  ce  que  N3  dé- 
pend de  MV,  comme  nous  le  verrons  ci-après,  et  que  le  rap- 
M 

port  '^a  =  ^  est  toujours  petit. 
Cette  équation  donne  par  suite 

et,  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  on  trouve 
et  cette  équation,  jointe  aux  équations  (6')  et  (2'),  fera  con- 
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naître  N,,  N3.  Si  nous  ne  conservons  que  les  termes  princi- 
paux, nous  avons,  d'après  les  équations  (3),  (6'),  et  la  se- 
conde des  équations  (2'), 

N,  =  ^  =  _  [(j^_/^/^)sinz-(>î-A)cosz], 

=  /wt^sin/  — N3  =^[[l  —    _+_y*^/,)sin« -t-(73  —  h)  cos/]. 

Les  conditions  N3>>o,  N2>  o  se  traduisent  par 

(8)     tangz>  Y^TfJi'    tang/ (/- x -f- (>î  -  A)  >  o. 

Comme  on  a  généralement  i  =  x>  seconde  de  ces  inéga- 
lités sera  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  i  su- 
périeures à  celle  qui  est  donnée  par  la  première.  Dans  ce  cas 
encore,  la  pièce  ne  tournera  pas  sur  ses  tourillons. 

2**  Laffât  tourne  autour  du  point  d'appui  de  la  crosse.  — 
D'après  la  figure,  la  rotation  ne  peut  avoir  lieu  que  de  la 
droite  vers  la  gauche.  Nous  continuerons  à  considérer  la  ro- 
tation de  la  pièce  wi  autour  de  Taxe  Oi  comme  positive  lors- 
qu'elle aura  lieu  de  la  gauche  vers  la  droite. 

Le  mouvement  de  la  pièce  résulte  des  translations  ayant 
pour  vitesses  V,  waOïO,  et  de  la  rotation  w,,  dont  nous  ferons 
abstraction,  comme  plus  haut,  dans  le  calcul  de  la  percussion 
sur  Taxe  Oi,  en  raison  de  la  petitesse  de  y.  La  quantité  de  mou- 
vement translaloire  perdue  par  M,  et  m,  ayant  pour  compo- 
santes horizontale  et  verticale,  MiV -f- MiOa/j  —  mccos/, 
—  M,  —  'wc;  sin/,  il  vient,  en  continuant  à  négliger  le  carré 
de  y, 

—  M,/îw,  —  (M,V-+-  M,Wj>î)7Sin/  —  M,W2X7  ^os/ 

— /iPiV^(M,V -hM.Wjïî  —  /wccos/j'-H(M,  oJjX"^'^*'  sin/)^=  o; 

d'où 
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en  prenant  le  signe     ou  le  signe  —,  selon  que 

(  V  -h  Wj>3  )  7  sin/  -I-  «2  X7  cosi 

sera  positif  ou  négatif. 

Concevons  que  l'on  imprime  à  tout  le  système  une  transla- 
tion égale  et  contraire  à  la  vitesse  du  point  Oi,  ce  qui  ne 
changera  en  rien  le  mouvement  relatif  de  la  pièce  par  rapport 
à  Taffût;  ce  mouvement  sera  dû  à  la  rotation  wi  -h  autour  du 
point  Oi,  qui  doit  être  positive  pour  que  la  culasse  se  sépare 
de  la  vis  de  pointage,  et  c'est  ce  qui  aura  généralement  lieu. 
La  condition  w,  -f-  <  o,  exprimant  que  la  pièce  se  meut  avec 
Taffût  comme  un  seul  corps  solide,  ne  pourra  être  remplie 
que  par  des  valeurs  négatives  de  &)i  ou  positives  de  i,  pour 
lesquelles  sera  du  même  ordre  de  grandeur  que  wi  pris  en 
valeur  absolue.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  pourrons  négliger  co, 
dans  le  calcul  de  coi,  qui  sera  ainsi  donné  par  la  formule  (i)  de 
l'article  précédent  ou  par 

(.)  =  -  |-  [v  sin/H-/.p.  y/ (1  -iJV 

Nous  avons,  pour  les  équations  d'équilibre,  relatives  à  tout 
le  système,  entre  les  impulsions  des  forces  et  les  quantités  de 
mouvement  perdues, 

/  MV  —  wpcosi -h        -i-[pVI,(>3  —  7sin/)     M^h^]ùi.^  =  o, 
\  —  mvsini  -h  N,—  [M,(x  —  7  cos«)  -h  M^fl^Jwj  = 
j  VfM,/i,-+-M,(>3-7sini)] 

(  H_  ffivp  _  M, 0),  [M,  ( /Î-J  -f-  -h  hl )  -^  M,  (  x'  )]  =  o. 
Posons,  comme  plus  haut, 

(b)  M,n-hM.Ji^=  M/i, 

et  de  plus 

(  M,x-+-M2^,-M^, 

i  M,/;-hM,(/i-+-«^-HA^)-f-M.(x'-i->3^) -MX^ 
Les  équations  (10)  prennent  la  forme 

^  MV  —  mv  cos  /  H-  M  (  //  —    7  sin  1  )  w.^  -h  N2  f.,  =  o. 
(11)  \  — wcsini  — M(«  — /2,7  cos/)w2-t- o, 

(  MV(//  —  /?,7  sinO  -f-  /w/?  —  M,Xî(w,  -h  o^J  -hM/'w^  =  o. 
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Des  deux  premières  on  déduit,  par  Télimination  de  N„ 

MV  —  /;/p(cos/  — /j  sin/) 


(12) 

'  M[/i  — /2,7  sin/  -hfi(a  —  n^y  cosi)]w.^  =  o. 

Nous  avons  maintenant  à  examiner  les  deux  cas  qui  peu- 
vent se  présenter. 

a.  La  culasse  reste  en  contact  avec  la  vis  de  pointage.  —  Ce 
qui  correspond,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  à  la  condi- 
tion analytique  w,  4-w2<;o;  mais  nous  devrons  supposer 
û),  4-  w,  =  o  dans  les  équations  précédentes. 

De  la  troisième  des  équations  (ii)  et  de  Téquation  on 
tire,  en  se  rappelant  que  p  =x^\t\i  —  n  cos/ 

'     _  wv  n  cos I  —  X  sip  '  —  (  cos/  —    sin  /)(//  —  /?,  7  sin /) 

l"'"  M  [//—  /?,7  sin  /  H-Zat^  —  /2,7 cos/)] (A  —  «,7  sin/)' 

I  jyjy  _  f„ç  \  f  y?  cos  ^'  —  y  sin  /)  \h  —  w,  7  sin  f  -hfja  —  n^y  cos  /)]  -h  /î-'(cos/  — /^sin/  j 

l      ~     I  Z-^— [(/i  — /?,7  sin/-i-/2(«— //,7  cos/)]  (// — /2,7Sin/)  ( 

Il  nous  reste  à  voir  maintenant  entre  quelles  limites  de  i  les 
quantités  et  Nj  sont  positives.  Pour  simplifier  les  calculs, 
nous  négligerons  les  termes  très-petits  en  y  et  nous  aurons 
d'abord 

rmf  [n  —  h)  ces/  —  (  /  —  hf^)s\T\i 
-  M"  k^^h{h^af.,)  ' 

)  MV—       [/•-  — -4-  /7/!^l]cos/-^  sin/[x(^  -H-  flf/!,)  —  fo^'] 

La  seconde  des  équations  (ii)  donne  ensuite 

,  XT  •  •  »r  [«(yj  — /i)  COs/h- (/-  — — ^y)  sin/1 
(i5)  N,  = /wp  sini -f-M^w.,  = /m»^^-^^  — - — j—.  j.  ^  

Pour  que  w,  et  N2  soient  positifs,  il  faut  que 
(  tango 

La  limite  inférieure  de  f,  fournie  par  la  première  de  ces  iné- 
galités, n'est  autre  chose  que  la  limite  supérieure  que  nous 
avons  trouvée  dans  l'hypothèse  (6)  du  cas  étudié  en  premier 

III.  3f 
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lieu,  ce  qui  (levait  être,  car  il  est  clair  que,  à  partir  du  mo- 
ment oii  les  roues  cessent  de  presser  le  soi,  il  doit  y  avoirlen- 
dance  à  la  rotation  autour  du  point  d'appui  de  la  crosse. 

La  condition  w, -f- w,  <<  o  donne,  en  se  reportant  à  l'équa- 
tion (i), 

[[ri-h)  COS/  -  (X  -         SiD' ] 

-  j  [  X  ' — >î  (  A     )  ]  cos  I  -h  sin  /  [  X  (  -H    )  - .  /;  ]  j 

X  [7  sin/  ^  U  y/ )^  "^-J  <  o. 

Posons 

di  étant  du  même  ordre  de  grandeur  que  y  ou  p,/,;  nous 
aurons,  en  nous  en  tenant  aux  termes  du  premier  ordre, 

appelons  —  v  la  limite  inférieure  de  Si  fournie  par  cette  iné- 
galité et  qui  sera  généralement  négative,  nous  devrons  avoir 

i  —  i'=        -  V,   />  /'  —  V. 

L'angle  i  ne  pourra  donc  être  compris  qu'entre  i'  et  /'  —  e,  de 
sorte  qu'il  doit  arriver  très-rarement  que  la  culasse  reste  au 
contact  de  la  vis  de  pointage. 

b.  La  culasse  se  sépare  de  la  vis  de  pointage.  —  A  mesure 
que  id  écroîlra  à  partir  de  1'—  s,  la  vitesse  angulaire  Wa  croî- 
tra et  acquerra  bientôt  une  valeur  bien  supérieure  à  w,.  Ad- 
mettons que  /  ait  atteint  une  valeur  telle  que  w,  soit  complè- 
tement négligeable  par  rapporta  elle;  nous  devrons  supposer 
a),=  odansla  troisième  des  formules  (i  i),  ce  qui  revient  tout 
simplement  à  remplacer,  dans  les  formules(i4),  (i5)  et  (16), 
par  /f'—  k\\  nous  n'avons  donc  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous 
venons  de  dire,  et  la  question  peut  être  considérée  comme 
complètement  résolue. 
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§  VI.  —  Des  modérateurs. 

124..  Les  modérateurs  soni  des  appareils  qui  ont  pour  objet 
ou  de  s'opposer  à  toute  accélération  de  mouvement  d'une 
machine  ou  de  ralentir  ce  mouvement  par  la  création  de  nou- 
velles résistances  passives. 

Comme  moyen  de  rendre  le  mouvement  uniforme,  on  voit 
facilement  qu'ils  se  distinguent  des  régulateurs,  que  nous 
avons  étudiés  plus  haut  et  qui  règlent  l'intensité  de  la  force 
motrice  sans  dépense  notable  de  travail. 

Les  modérateurs  ne  fonctionnant  qu'au  détriment  du  travail 
moteur  dépensé,  leur  emploi  doit  être  très-limité  et  l'on  ne 
doit  y  avoir  recours  que  lorsqu'on  ne  peut  faire  autrement. 

125.  Modérateurs  à  ailettes.  —  Ce  modérateur,  qui  est  ap- 
pliqué notamment  aux  tournebroches  pour  en  régulariser  le 
mouvement,  se  compose  d'un  arbre,  mis  en  mouvement  par  le 
mécanisme,  suivant  l'une  des  circonférences  duquel  on  a 
monté  normalement  deux  ou  quatre  bras  identiques,  situés 
deux  à  deux  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre. 

A  l'extrémité  de  chaque  bras  se  trouve  adaptée  une  ailette, 
à  l'aide  d'un  pivot  légèrement  conique  dont  elle  est  munie, 
dont  l'axe  passe  par  son  centre  de  gravité  et  que  l'on  introduit 
à  frottement  dur  dans  une  cavité  de  même  forme,  pratiquée 
dans  le  bras.  Le  pivot  est  tantôt  normal  au  bras,  tantôt  placé 
dans  son  axe  de  figure  à  son  extrémité  libre  {fig-  î^g)-  On  peut 
ainsi  incliner  à  volonté  l'ailette  d'un  certain  angle,  le  plan 
passant  par  l'axe  de  rotation  et  celui  du  pivot.  Toutes  les 
ailettes  sont  d'ailleurs  identiques. 

Considérons  en  particulier  le  cas  d'un  treuil  mis  en  mouve- 
ment par  un  poids  Q  attaché  à  l'extrémité  d'une  corde  enroulée 
sur  le  cylindre,  et  régularisé  par  un  modérateur  à  ailettes 
monté  sur  le  même  axe. 

Soient 

R  le  rayon  du  treuil; 
co  sa  vitesse  angulaire  ; 

21  . 
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q,  I  le  poids  et  le  moment  d'inertie  du  treuil  et  du  modéra- 
teur; 

p  le  rayon  des  tourillons; 

A  Taire  de  chaque  ailette  et  r  la  distance  de  son  pivot  à  l'axe 

de  rotation  ; 
n  le  nombre  des  ailettes; 
I  leur  inclinaison  sur  les  bras. 


Fig.  159. 


La  composante  normale  de  la  vitesse  du  centre  de  gravité 
de  chaque  ailette  étant  wrcosi,  la  résistance  de  l'air  sur  cette 
ailette  pourra  être  représentée  (118)  par  (a -f- 6coVcos^/)A, 
a  et  6  étant  deux  constantes;  on  a  par  suite,  pour  le  moment 
total  de  la  résistance  de  Tair,  — /iA(a h- 6coV^cos*i)rcosï. 
En  raison  de  la  symétrie  dans  la  distribution^  des  ailettes,  la 
résistance  de  l'air  forme  un  couple  et  n'exerce  ainsi  aucune 
pression  sur  les  appuis. 

Il  en  est  de  même  de  l'inertie  du  treuil  et  du  modérateur, 
lorsque  le  mouvement  n'est  pas  arrivé  à  l'uniformité  comme 
nous  le  supposerons. 
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Le  frouemeni  sur  les  tourillons  étant  dû  à  l'action  de  q  et 
du  poids  Q  augmenté  de  sa  force  d'inertie,  on  établit  facile- 
ment réquation 

_  I  ^  _  QR^  ^  +  QR  -    Ar  008/  ( a  -f-  COS'O 


équation  de  la  même  forme  que  celle  de  la  chute  d'un  corps 
pesant  dans  un  milieu  résistant,  et  dont  on  déduira  les 
mêmes  conséquences;  le  mouvement  deviendra  bientôt  sen- 
siblement uniforme,  et  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  sera 
donnée  par  l'équation 

nkbr^  COS^i^o^  =  QK  ( i  —  ^  \  —nAarcosi  -"Lr^r  pg==  o. 

126.  Des  freins.  —  Les  freins  sont  des  modérateurs  qui 
fonctionnent  par  suite  du  développement  d'un  frottement  de 
glissement  comme  résistance  passive. 

Un  frein  se  compose  le  plus  souvent  d'une  pièce  de  bois 
appelée  mâchoire  ou  sabot  qui,  sur  une  partie  de  sa  surface, 
présente  en  creux  la  forme  de  la  jante  d'une  roue  ou  d'une 
poulie  sur  laquelle  on  peut  la  serrer  plus  ou  moins  fortement 
par  l'intermédiaire  de  vis  et  de  leviers,  et  d'où  résulte  un 
frottement  et  par  suite  un  ralentissement  [du  mouvement. 
Dans  d'autres  circonstances  le  frein  est  formé  d'une  lame 
d'acier  qui  se  termine  à  une  extrémité  par  un  œil  s'engageant 
dans  un  cylindre  fixe;  cette  lame  est  garnie  intérieurement 
d'une  bande  de  bois  {Jig.  i6o)  dont  la  flexibilité  est  augmen- 
tée par  des  traits  de  scie;  il  suffit,  au  moyen  d'un  levier, 
d'exercer  sur  l'autre  extrémité  de  la  lame  un  effort  de  trac- 
tion pour  appliquer  la  bande  de  bois  sur  la  roue. 

Il  ne  faut  pas  brusquer  le  serrage  du  frein,  car  autrement  il 


ou 


-h  nAar  cosi  H — t-^*- —  7  =  O) 
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se  produirait  des  chocs  qui  auraient  pour  effet,  au  bout  d'un 
certain  temps,  d'altérer  la  constitution  de  la  machine. 


Fi{T.  i6o. 


Il  convient  aussi  d'appliquer  les  freins  à  des  poulies  d'un 
grand  diamètre  ou  animées  d'une  grande  vitesse,  pour  qu'en 
exerçant  une  faible  pression  on  développe  de  la  part  du  frot- 
tement un  travail  résistant  notable. 

Presque  toujours  on  ne  fait  agir  un  frein  qu'après  avoir 
supprimé  Faction  de  la  force  motrice;  il  n'y  a,  pour  ainsi 
dire,  d'exception  à  cette  règle  que  dans  la  bonne  conduite 
des  voitures  dans  les  descentes,  où  Ton  serre  les  freins  adap- 
tés à  un  couple  de  roues,  de  telle  manière  que  le  cheval  soit 
encore  obligé,  pour  entretenir  l'uniformité  du  mouvement, 
d'exercer  encore  un  léger  effort  de  traction  en  vue  de  diriger 
le  véhicule. 

Supposons  que  le  frein  soit  disposé  de  façon  que  la  pres- 
sion normale  exercée  par  sa  mâchoire  sur  la  poulie  puisse  être 
considérée  comme  étant  uniformément  répartie  sur  la  surface 
de  contact. 

Soient 

N  cette  pression  rapportée  à  l'unité  de  surface; 
/'  le  coefficient  de  frottement  correspondant; 
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R,  e  le  rayon  el  la  largeur  de  la  poulie; 
p  le  rayon  des  tourillons; 

/  le  coefficieni  de  leur  frottement  sur  les  coussinets; 
2y  Tangle  au  centre  de  la  mâchoire; 

9  l'angle  que  forme  un  rayon  quelconque  avec  la  bissectrice 
de  Tangle  sy. 

Le  frottement  sur  l'élément  de  surface  correspondant  à 
l'angle  d<^  étant  feRdc^,  on  a,  pour  le  moment  total  dû  à 
cette  résistance, 

L'effort  exercé  sur  l'axe  résulte  :  i*>  de  la  résultante  des 
pressions  normales  élémentaires  dirigée  suivant  la  bissectrice 
de  2y,  et  qui  a  pour  expression 

2^R  y^Ncosyf/<j)  =  2^RN  sinv; 

2°  de  la  résultante  des  frottements  élémentaires  perpendicu- 
laires à  la  précédente,  el  dont  la  valeur  est 

-%e^fj^}^sin(fd'^  =  •2é?R/'N(i-cosv). 

Cet  effort  ayant  ainsi  pour  valeur 

aR^N  v/sin^7  —  cos<p)^ 

on  a,  pour  le  travail  total  développé  par  le  frottement, 

—  2^R»N  f/'v  -h  ê  v/sînV+7"(i-cos7)='l . 

L      v^i-h/^^  J 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  établir  un  frein  de 
telle  manière  que,  pour  une  pression  normale  donnée  N,  une 
machine  s'arrête  au  bout  d'un  temps  également  donné  r, 
après  avoir  supprimé  l'action  de  la  force  motrice.  Il  est  clair 
que  nous  arriverons  a  fortiori  à  ce  résultat  en  négligeant  les 
résistances  passives  développées  dans  le  mécanisme,  qui 
viennent  en  aide  au  frein,  ainsi  que  l'inertie  des  pièces  oscil- 
lantes, s'il  en  entre  dans  la  composition  de  la  machine.  J3ans 
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ces  conditions,  si  co  est  la  vitesse  angulaire  de  la  poulie^  la 
force  vive  de  la  machine  sera  de  la  forme  ^Aw^  A  étant  une 
constante;  le  travail  résistant  utile  pris  en  valeur  absolue, 
produit  dans  le  temps  dty  peut  se  représenter  par  Kcùdty  et 
nous  supposerons  que  K  est  une  constante  ou  diffère  peu 
d'une  constante,  comme  cela  a  lieu  généralement.  Le  prin- 
cipe des  forces  vives  donne,  par  suite, 

Awe/w  =  — Kwr//-2^R'Nrr7-+---^^^  f;  y/si n^" 7 -h/" ( i  —  cosT) '1  w dt. 

L       viH-y'  J 

Si  Ton  intègre  cette  équation,  après  avoir  supprimé  le  fac- 
teur (k),  et  que  Ton  désigne  par  w.  la  valeur  de  la  vitesse  angu- 
laire au  moment  où  Ton  a  atteint  la  pression  N,  très-voisin 
d'ailleurs  de  celui  où  le  frein  a  commencé  à  agir,  on  trouve 

A(w~«J=-rK-+-2^R^NV/'7^— £=r  ^  »/sin'7H-/'^(i-cos<p)» 

L  \      vi-^/'  ^ 

d'oil,  en  supposant  &)  =  o, 

26^R'N=   J  —  ^ 

f'y^—d^  £v/sin^y^/'^(l_COS<pj^ 

ce  qui  établit  une  relation  entre  les  quantités  e,  R,  y,  que  l'on 
pourra  généralement  faire  varier  dans  des  limites  assez  larges. 

127.  Freins  des  véhicules  des  chemins  de  fer.  —  Dans  la 
composition  d'un  train  de  chemin  de  fer,  on  intercale  de  dis- 
tance en  distance  un  wagon-frein.  Les  quatre  roues  d*un  wagon 
de  cette  nature  sont  munies  chacune  de  deux  sabots  iden- 
tiques symétriquement  placés  par  rapport  au  diamètre  normal 
à  la  voie. 

Considérons  d'abord  un  véhicule  fictif  qui  n'aurait  qu'une 
roue  descendant  en  roulant  sur  une  voie  inclinée  de  l'angle  i 
sur  l'horizon.  Cet  angle  est  toujours  assez  petit  (langi>  0,026) 
pour  que  l'on  puisse  regarder  cos/  comme  égal  à  l'unité. 

Soient  {Jig.  161) 

Q  le  poids  delà  charge  que  supporte  la  fusée; 
q  celui  de  la  roue  et  de  son  essieu  ; 
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1  le  moment  d'inertie  de  ces  deux  pièces  par  rapport  à  Taxe 
de  rotation; 

2  e  Tangle  formé  par  les  bissectrices  des  angles  au  centre  des 
deux  sabots,  et  dont  la  bissectrice  est  normale  à  la  voie  ; 

P  l'effort  de  traction  parallèle  à  la  voie,  en  y  comprenant 
Tinertie  due  à  Taccélération  de  la  vitesse  V  du  mouvement 
de  translation  du  véhicule;  cet  effort  est  égal  et  de  sens 
contraire  à  la  réaction  longitudinale  T  du  rail.  La  vitesse 

angulaire  de  la  roue  sera 


Conservons  d'ailleurs  les  notations  du  numéro  précédent. 

D'après  ce  qui  précède,  les  efforts  exercés  sur  la  fusée  par 
chacune  des  mâchoires  du  frein  se  réduisent  à  deux  forces 
égales  à  2NR6siny,  dirigées  suivant  les  bissectrices  des 
deux  angles  au  centre  2 y,  et  à  deux  autres  forces  égales 
à  2NRe/'(i  —  COS9),  respectivement  perpendiculaires  aux 
précédentes.  Les  deux  systèmes  de  forces  se  réduisent 
eux-mêmes  à  deux  forces  rectangulaires  4NRe  siny  cose, 
4NRe/'(i  —  coscp)  sine,  dont  la  première  est  dirigée  suivant 
la  bissectrice  de  l'angle  2e.  La  résultante  des  efforts  exercés  • 
sur  la  fusée  a,  par  suite,  pour  expression 


(4NR^sin7CossH-Qcos/)V   4NR^/'(i  — cos<p)  sine-f-P—  -  -r- 


mais,  comme  elle  ne  doit  entrer  dans  notre  équation  que 
multipliée  par  le  coefficient  '^^  t  ou  tout  simplement  par 
le  facteur  /p,  qui  est  relativement  petit,  on  peut  sans  incon- 


Fîg.  161. 
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vénienl  négliger  sous  le  radical  le  terme  en  /'  el  P  —  ^  ^> 

qui  est  toujours  une  petite  fraction  du  terme  Q  cosi,  que  Ton 
peut  prendre  égal  à  Q.  En  se  rappelant  que  la  réaction  lon- 
gitudinale T  est  égale  à  P  et  remarquant  que  la  réaction  nor- 
male du  rail  est  Q  cos  /  -+-  9,  on  a,  pour  l'équation  des  moments 
par  rapport  à  Taxe  de  la  roue, 

PR-(Q-+-^)^~  g^-4N/'R'^7-/p(4NResin7C0S6^Q)  =  o, 

Revenons  à  la  réalité  :  on  peut  concevoir  l'effort  total,  pa- 
rallèle à  la  voie,  comme  la  charge  totale,  décomposé  en  quatre 
forces  correspondant  chacune  à  Tune  des  roues,  que  Ton  peut 
considérer  alors  comme  isolée.  Pour  chaque  roue,  on  aura 
une  équation  analogue  à  la  précédente;  en  ajoutant  les  quatre 
équations  et  désignant  par  Pi  l'effort  total  parallèle  à  la  voie, 
Qi  la  charge  totale,  91  et  Ii  la  somme  des  poids  et  des  mo* 
ments  d'inertie  des  roues  et  des  essieux,  on  trouve 

P.R  -  ;0.    7.)^-  ^  s  -  ^6N/'R'^7 

— /p(i6NResin7  coss  h-  Q^)  =  o. 

Supposons  maintenant  que  le  wagon-frein  se  trouve  à  la 
queue  de  n  — i  wagons  dont  il  doit  ralentir  le  mouvement,  et 
que  toutes  les  pièces  tournantes  soient  identiques.  Désignons 
par  l'indice  k  les  quantités  qui  se  rapportent  au  /r'*'"'  wagon  et 
partant  celui  qui  porte  le  frein;  par  F*  la  tension  de  la  barre 
d'attelage  qui  relie  le  (/r  — 1)'^'"'  véhicule  au  k'^'^";  nous  au- 
rons 

P.:^F,^(Q.-i-^.)sin/-^'  ^, 
et  l'équation  (i)  devient,  par  l'élimination  de  P,, 

-  (Q,  +  î.)  g  -  '6NeR'  ^/'v  sinvcos.)  =  o. 

L'équation  relative  au  k''"'  véhicule  s'obtiendra  évidem- 
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ment  en  supposant  N  =  o  dans  cette  dernière  ;  remplaçant  F, 
par  Fi+,  —  Fj,  et  l'indice  i  par  k  dans  les  autres  quantités 
à  l'exception  de     I  et  R,  on  trouve  aussi 

I  F3- F,  +  (0, ^7, )8in«  - -  (5'^'  +  g^») ^ -  (Q,  +  9,)  I  =  o, 
JF.-F3  +  =0, 

(3) 

1F»-F»_,  H-  =0, 

-F.  +  (Q„-î,.)8in/-/-£Q,-(^'  +  L)^_(Q.^^.)|=o. 

Si  Ton  ajoute  les  équaiions(2)  et  (3),  que  l'on  appelle  Q'  le 
poids  total  de  la  charge  sur  les  essieux,  q'  le  poids  des  es- 
sieux, r  la  somme  des  moments  d'inertie  des  pièces  tour- 
nantes, on  trouve 


(4) 


I     -i6NRV^/'7-i-/^  sinvcose^ -(Q'-i-^')  |  =  o. 


Soient  maintenant 

Vo  la  vitesse  du  train  à  partir  du  moment  où  Ton  serre  les 
freins  ; 

s  le  chemin  parcouru  au  bout  du  temps  t\ 

Sx  la  valeur  de  s  correspondant  à  Tarrêt  ou  à  V  =  o. 

On  tire  de  l'équation  (4) 


i6NR^  (/'7+/g  sinvcose)^  (Q'+      g  - (Q'+^>in/-+-/£  Q' 
o"-V=  Q^H-  g'  '' 

i6NR^^/'7+/^sin7C08e)-i-(Q'+^')|-(Q'H-y')sin/  +  /£Q'  ^, 


S 

)2  

(5)  ^  
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Si  l'on  se  donne  s,  N,  Vo,  celle  équaiion  permelira  de  cal* 
culer  Q'  ei  par  suile  le  nombre  de  wagons  que  doit  desser- 
vir un  wagon-frein  pour  pouvoir  s'arrêter  à  une  dislance 
déterminée  sur  une  pente  donnée,  et  enfin  le  nombre  de 
wagons-freins  que  l'on  doit  établir  dans  un  train  se  trouvant 
dans  les  conditions  ci-dessus. 

Soit/''  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  des  roues 
sur  les  rails;  pour  que  les  roues  du  wagon-frein  ne  glissent 
pas,  il  faut  que  Pi<(Qi -+-9.)/",  ou,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i),  que 

^f^  (16  R^N  sintp  cose    Q,  X  (Q.  +  )/". 

Si  l'on  ajoute  cette  inégalité  à  l'équation  (4)  pour  éliminer  N, 
on  trouve  * 

-  I  (Q'+^?'- 0. -  7.)  +  (Q'^^')sin/ --/^(Q'-OJ<(Q,-^yJA 
dW 

et  l'on  voit  que  —       c'est-à-dire  le  ralentissement,  atteindra 

son  maximum  lorsque  les  roues  glisseront  sur  les  rails,  ou 
que  le  maximum  d'effet  du  frein  sera  produit  lorsqu'il  y  aura 
glissement. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  calculer  le  nombre  n 
de  véhicules  que  doit  desservir  un  wagon-frein  serré  à  fond; 
pour  plus  de  sécurité  nous  ferons  abstraction  des  résistances 
passives  autres  que  le  frottement  sur  les  rails,  ainsi  que  de 
l'inertie  des  roues,  et  nous  aurons  ainsi 

-  ^-J^  S  -  ( Q.     ^.      ^  sin/  (Q'+  q^)  =  o. 

Si  Qi  -+-  q\  représente  le  poids  moyen  d'un  wagon,  nous  po- 
serons 

Q'-f-7'  =  /z(0,-+-y,), 
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et  nous  aurons 
d'où 


Le  temps  au  bout  duquel  le  train  s'arrêtera  est 
et  le  chemin  parcouru  correspondant 


d'où,  pour  le  nombre  des  wagons  que  doit  desservir  un  wagon- 
frein, 

n-i=   1. 

— ~  -h  sini 
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NOTE. 

SUR  LÀ  SUBSTITUTION  PAR  APPROXIMATION  ^  ENTRE  DES  LIMITES 
DÉTERMINÉES  DU  RAPPORT  DES  VARIABLES  y  d'uNE  FONCTION 
HOMOGÈNE  DE  DEUX  VARIABLES  A  UNE  AUTRE  FONCTION  HOMO- 
GÈNE DU  MÊME  DEGRÉ. 


SoitF(x,7)  une  fonction  homogène  du  degré  /w;  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  de  deux  coefficients  arbitraires  a,  p  d'une  autre 
fonction  homogène  F,  (x,  jr)  du  même  degré,  de  telle  manière  que  les  er- 
reurs relatives 

^  F.(x,r)-F(x,j)  ^  F,(^  , 
F(x,j)  ¥\x,r) 

se  trouvent  partagées,  dans  les  meilleures  conditions,  entre  les  limites  su- 
périeure A\  et  inférieure  X-,  du  rapport  ^« 
Nous  pouvons  poser 


et  nous  avons  par  suite 


I. 


Nous  poserons 


-  =  tangS, 

ou,  lorsque  la  valeur  absolue  de     ne  pourra  pas  dépasser  l'unité, 

y 

-  =-.  sinO. 

a: 

Dans  les  deux  cas  e  prendra  la  forme 
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Nous  pouvons  considérer  e  comme  étant  la  différence  du  rayon  vecteur 
de  la  courbe  représentée  par  l'équation  polaire 

(3)  p  =  y(Q) 

et  du  rayon,  égal  à  l'unité,  de  la  circonférence  ayant  le  pôle  0  pour  centre. 
Soient  9,  et  0,  les  valeurs  de  9  correspondant  aux  limites     et  du 
y 

rapport  -  * 

Les  termes  dans  lesquels  nous  avons  posé  la  question,  nous  devons 
l'avouer,  sont  assez  vagues  et  peu  susceptibles  d'une  définition  analy- 
tique. Pour  les  préciser  il  nous  faut  avoir  recours  à  une  espèce  de  senti- 
ment sur  la  manière  dont  les  erreurs  relatives  doivent  être  le  mieux  par- 
tagées en  vue  de  rendre  aussi  petite  que  possible  la  plus  grande  valeur 
absolue  de  e, 

La  solution  suivante  se  présente  naturellement  à  l'esprit  : 

y  y 

Exprimer  que  les  deux  erreurs  relatives  pour  ^  =      ^  =  sont 

égales  et  de  même  signe  et  égales  et  de  signe  contraire  au  maximum  ou 
au  minimum  que  prend  la  fonction  e  entre  9  =  9,     9  =  9,. 

Soient 

9^  la  valeur  de  9  comprise  entre  9,  et  9^  qui  rend  maximum  ou  minimum 
la  fonction  <p  (9)  ; 

a„  «5,  «3  les  points  de  la  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité  corres- 
pondant aux  angles  9,,  9^,  93  ; 

A„  Aj,  A3  les  points  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (3),  situés 
respectivement  sur  les  mômes  rayons  que  les  précédents. 

Nous  devrons  exprimer  que  l'on  a 

(4)  A,«,  =A,«„ 

(5)  k^a^  =  —  k,a^, 

et  nous  aurons  ainsi  deux  relations  qui  nous  permettront  de  déterminer 
les  coefficients  a  et  p,  ainsi  que  la  valeur  absolue  de  la  plus  grande 
erreur  relative  représentée  par  d=  A,  ^7, . 

Applications, 

1°  _ 

F(-^,j)  =  v/rî-+-"-^^    F.(j7,j)- aj-i-pj:. 

En  posant 

J  =  tang9. 
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p  =  a  sinO  H-  S  cosO, 


équation  qui  représente  un  cercle  qui  passe  par  l'origine  0. 
Pour  que  la  condition  (4)  soit  satisfaite,  il  faut  que  O»,  soit  \fig,  162) 

Fig.  162. 


la  bissectrice  de  Tangle  «,0^2  =  0,— 0,,  angle  que  nous  désignerons 
par  as. 

En  appelant  ^  le  rayon  OC  du  cercle  OA3,  la  condition  (5)  donne 


d^où 

par  suite, 

(7) 


I  —  aiîlcose  =  2^  —  I, 


2C0S*- 
1 


e„=iS^-i  =  tang'; 


Soit  Om  =  p  le  rayon  vecteur  du  cercle  de  rayon  SI  correspondant  à 
l'angle  polaire  /wO^=  6;  la  figure  donne 

^  =  2^cos[0  — (9,  -He)]=  — —  [cos0cos(9,H-e)-f-sin0sin(9, -+-e)]; 

cos^- 
2 


d'où,  par  comparaison  avec  la  formule  (6), 
(8) 


_  sin(9,  H-  s)      g_  cosfO.H-  e)^ 


cos-* 


cos - 

2 
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Dans  le  cas  où  A\  est  infini,  on  a 

et 

(8')  a  =  i  — tang*^>  P=2tang^j 

formules  qui  ont  permis  de  former  le  tableau  suivant  (*)  : 


a 

|3 

a 

(3 

^« 

0 

0,8284 

0,8284 

I 

6 

6 

0,9983 

0,0826 

I 

58^ 

I 

0,9605 

0,3978 

I 

25 

7 

0,9988 

0,0710 

I 

8ÔÔ 

2 

0,9859 

0,2827 

I 

8 

0,9991 

0,0622 

I 

ÏÔ49 

3 

0,9935 

0,1612 

I 

9 

0,9993 

o,o554 

I 

74^ 

4 

0,9963 

0, 1226 

I 

266 

10 

0,9994 

0,0498 

I 

Ï538 

5 

0,9976 

0,0988 

I 

4Ï7 

Si  l'on  sait  seulement  que  /  est  plus  grand  que     on  pourra  prendre 
yjy^-^x'  =  0,967  o,4ox, 
en  commettant  une  erreur  relative  au  plus  égale  à 


(^)  Poncelet,  qui  le  premier  a  traité  cette  question,  e&t  parvenu  aux  for- 
mules (7)  et  (8'),  mais  non  pas  aux  formules  (8),  parce  qu'il  est  parti  d'autres 
considérations  que  les  nôtres. 

(')  Approximation  linéaire  de  yjx^-^jr^-^z* .  Proposons-nous  de  substituer  au 
radical  ^x'-H^r'-H  2*  le  trinôme  -t- ^3  j: -4- y  z  dans  des  conditions  telles  que, 
en  considérant  a:,  r,  z  comme  les  composantes  suivant  trois  axes  rectangulaires 
Ox,  Oz  d'une  force  F,  Terreur  commise  soit  aussi  petite  que  possible  lors- 
que la  direction  de  cette  force  doit  être  comprise  dans  l'angle  trièdre  formé 
par  trois  droites  données  OF^,  0F„  OF,. 

L'erreur  relative 

(a)         e  —  —  Vr*-4-x*H-z*  _        -f-/3x-f-  y-s  ^ 

n'est  autre  chose  que  la  différence  entre  les  rayons  vecteurs  de  deux  sphères, 
III.  23 
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En  continuant  à  poser  -  =  tangô,  on  trouve 

_   I  

^  ~  asinô  -h  f>cosô  ' 


Tune  (A),  dont  l'équation  est 

{h)  x^-r-y^'-t-z'  — (a^-+-/3x-l- yr)=  o, 

et  qui  passe  par  l'origine,  et  l'autre  (a)  ayant  pour  centre  cette  origine,  et  dont 
le  rayon  est  l'unité. 

Le  moyen  qui  paraît  le  plus  avantageux,  pour  atteindre  le  but  proposé,  con- 
siste à  exprimer  que  la  valeur  de  e  est  négative  et  est  la  même  pour  les  droites 
OFj,  0F„  0F„  et  que,  prise  positivement,  elle  est  égale  au  maximum  de  Ter- 
reur relative. 

La  question  ainsi  posée,  soient  C  le  centre  du  petit  cercle  de  la  sphère  (a), 
déterminé  par  les  droites  ci-dessus  désignées;  jl,  /a,  v  les  angles  formés  par  oC 
avec  o^,  ox,  oz,  et  qui  sont  des  données  de  la  question,  de  même  que  l'angle  2  e 
du  cône  (j)  ayant  o  pour  sommet  et  le  cercle  précité  pour  base. 

11  est  visible  que  le  centre  0  de  la  sphère  (A)  doit  se  trouver  sur  oC,  et  que 
la  position  de  la  somme  géométrique  F,  au  lieu  d'être  limitée  par  l'angle 
trièdre,  peut  occuper  une  position  quelconque  dans  l'intérieur  de  (5). 

Soient  {fig.  i63) 

Fig.  i63. 


ox'  la  trace  sur  xoy  du  plan  mené  par  oz  et  oC  ; 
A„  û,  les  intersections  de  oC  avec  (A)  et  (a); 

Af,  A,  les  points  de  (A);  a^,  a,  les  points  de  (a)  respectivement  situés  sur  les 
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équation  d'une  droite  qui  sera  nécessairement  parallèle  à  la  cordé  âr,^, 
qui  coupera  le  rayon  Oa^  en  un  certain  point  1. 

Si  Ton  appelle  a  la  distance  01  et  as  l'angle  —  0,,  la  condition  (5) 
donne 

I  —  û  =  —  I ,    d'où   a  =  I  —  tang'  -  ? 


génératrices  du  cône  {s)  comprises  dans  le  plan  zoC,  et  qui  sonile  plus  petit 
et  le  plus  grand  angle  avec  ox'; 
Si.  =  oO  =  OA,  le  rayon  de  (A). 

On  doit  d'abord  àvoir 

A,  «t  =  A,tf,  =  A,tf„ 
ce  qui  se  traduit  par  Tégalité 

2«^—  1  =  1  —  2  Si.  008  s , 

d'où 

(C)  ^=:_L_. 

2  ces*  - 
2 

L'erreur  relative  maximum  est  par  suite 

(^)  =  2«^— I  =  tang*  ^» 

et  l'on  a  pour  l'équation  de  (  A) 

_  ^  cos A)* -i- (x  —  ^  cos/a)» -f- (z  —  ^  cosv)*  = 

ou 

(e)  x*-i-y*-hz*  î  (rcosA-f-drcos/A-j-zcosv)  =  o. 

2C0S'- 
2 

De  la  comparaison  entre  les  formules  (a)  et  (e)  on  déduit,  pour  les  valeurs 
des  coefficients  cherchés, 

,   -,  COSA  .         COS/X  C08*y 

(/)  a=   -,    /3=.  -y  y=   

cos'  -  cos'  -  COS*  - 

2  2  2 

Supposons,  par  exemple,  que  F  puisse  occuper  une  position  quelconque  dans 
l'angle  trièdre  formé  par  les  axes  coordonnés;  les  angles  X,  /a,  v,  c  sont  égaux, 

et  leur  cosinus  a  pour  valeur        ;  de  sorte  que  l'on  a 

a  =  /3  =  -/=     ^      =  0,73a,  0,268. 

Dans  le  cas  de  deux  variables  étudié  plus  haut,  les  sphères  sont  remplacées 
par  deux  cercles  ;  mais  il  se  déduit  du  précédent  en  y  supposant  v  =  90^^. 
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et  Ton  a,  d'après  la  figure, 


^  co8(e-0,  — s)  0  ^"^i)[sinêsin(Ô,-he)-HCOSÔcos(ô,  H-e]' 
par  suite 


sin(Ô, -h£)  ^  cos(9, -+-g) 
a  =   ^'  ~  5    p  —      ^  • 


tang'  ^  i-h  tang^  ^ 


quant  à  l'erreur  relative  max  imum 


elle  a  la  môme  valeur  que  dans  la  question  précédente. 
S'» 


F(^,J)- A^'-r',    F.(a:,/)  =  arH-p.r. 


y 

En  posant  '^  =  sinô,  on  a 

a  sin  ô  -H  ô 

e  =   ^-  —I. 

cosô 

En  exprimant  que  les  valeurs  de  e  pour  ô  =  0,  et  6 1=   sont  égales,  on  trouve 

(  \  —  —  s       (cosQ,  —  cosQ,)       _  _  g  2 

^  ^ ^          ^  ~     ^  sin e,  cosOr—  sin 0,  cos  Q~  "     ^        -  0,  ' 
1       i  12  cos-^  ■ 


2  21 

2 


Le  maximum  ou  le  minimum  de  e  correspond  à  ' 
(lo)  sin03 


sm  


0,-e/ 

cos-^  ■ 

1 


et,  en  exprimant  qu'il  est  égal  et  de  signe  contraire  à  la  valeur  de  c 
pour  G  =  ô,,  on  trouve 


2  COS 

(II)  P  = 


cos  -^-^ — i  ■+-  v/cOS0,  COS0J 
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par  suite 


(12) 


2Sin  

1 


cos  '  ^  '  -h  v/côs0,  COSÔ, 

p  COS  '  2  COS  —  ^ 


COS  ~   cos  ~  •  -+-  V^COS  0,  COS0, 

2  2  '  * 

  Q    _|_  Q 

v'cosô,  cos    —  cos  ^ 

Q    I   Q  ~  ' 

cos  '     v^côsô,  cosO- 

Dans  le  cas  de  k\  =  o,  X-,  =  ^  ou  G,  =  o,  Ô  ^  =  3o'',  on  trouve 

^^==0,0209, 

app  roximation  dont  on  pourra  se  contenter  dans  bien  des  circonstances  (  *  ) 


4" 


yjx'-f  ax-+i^x 


Y 

On  a,  en  continuant  à  poser  *-  =  sinô, 

cosô 
asinÔ-+-p 

Les  formules  (9)  et  (10)  s'appliquent  encore  ici,  mais  la  condition  (5) 
donne  pour  aet  p  des  valeurs  différentes  des  précédentes,  et  Ton  trouve 


'  ^cos  '  V^cosO,  cose; J  a 

1/  '  ^  ,  Y 

M  cos?^  v/cos0,cos9,y 

2  cos  (cos  ^  v/^e,cosô.^ 


Ô,-G, 

i  sin   j 

2 


(^)  Poncelet  a  aussi  traité  cette  question;  mais  il  n'est  pas  parvenu  à  dos 
résultats,  parce  qu'il  a  pris  un  autre  point  de  départ. 
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CHAPITRE  V. 

STABILITÉ  DES  MACHINES. 


§  I.  —  Généralités. 

128.  Une  machine  doit  être  établie  de  telle  manière  que> 
sous  l'action  d'efforts  dus  à  des  causes  accidentelles^  elle  ne 
se  sépare  pas  du  sol  et  ne  prenne  pas  sur  lui  un  autre  mou- 
vement que  celui  qui  lui  est  assigné. 

Dans  les  machines  fixes,  ce  dernier  mouvement  n'existe 
pas.  Dans  une  voiture  de  route,  la  condition  relative  au  mou- 
vement sur  le  sol  n'est  pas  à  remplir;  enfin  un  véhicule  de 
chemin  de  fer  ne  doit  pas  quitter  la  voie  ou  dérailler. 

La  séparation  du  sol  ne  peut  avoir  lieu  que  par  suite  d'une 
rotation.  Soient  0^  l'un  des  axes  autour  desquels  la  rotation 
est  possible;  311/,  Jro'  les  moments  des  forces  agissant  sur  la 
machine,  respectivement  favorable  et  défavorable  à  la  rotation. 
Pour  qu'il  n'y  ait  pas  tendance  au  déplacement,  il  faut  que 

et  OR/'  —  OU/  est  la  valeur  que  pourrait  atteindre  le  moment 
dû  à  une  cause  fortuite  pour  atteindre  l'équilibre  strict. 

OTC' 

La  position  de  Ox  pour  laquelle  le  rapport  atteindra 

son  minimum  k  sera  celle  pour  laquelle  la  rotation  sera  le 
plus  à  redouter;  mais,  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  ky  ce  qui 
établira  une  relation  entre  les  dimensions  de  certaines  parties 
de  la  machine,  et  à  laquelle  on  devra  satisfaire,  on  sera  cer- 
tain du  degré  de  stabilité.  On  comprend  ainsi  pourquoi  on  a 
donné       le  nom  de  coefficient  de  stabilité  de  rotation. 

Des  considérations  semblables  sont  applicables  au  déplace- 
ment iranslatoire  sur  le  sol;  dans  ce  cas,  le  coefficient  de 
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Stabilité  est  le  minimum  du  rapport  des  efforts  favorable  et 
défavorable  au  mouvement  dans  toutes  les  directions  pour 
lesquelles  il  serait  nuisible. 

Dans  les  machines  fixes,  les  efforts  qui  s'opposent  à  la  ro- 
tation et  au  glissement  sur  le  sol  sont  principalement  le  poidg 
de  la  machine  et  de  sa  fondation,  et  le  frottement  correspon- 
dant; mais,  dans  ces  machines,  les  conditions  de  stabilité 
sont  en  général  si  largement  remplies,  que  nous  ne  croyons 
pas  devoir  nous  en  occuper. 

Lorsqu'une  voiture  tourne  plus  ou  moins  brusquement,  là 
force  centrifuge  tend  à  en  produire  le  renversement,  tandis 
que  le  poids  du  véhicule  s'y  oppose.  La  même  observation 
s'applique  aux  wagons  circulant  en  courbe.  Dans  une  locomo- 
tive sur  voie  droite,  c'est  l'inertie  des  pièces  oscillantes  qui 
tend  à  déterminer  des  mouvements  nuisibles  et  sa  séparation 
du  railway. 

Nous  nous  bornerons  à  donner  les  deux  exemples  suivants, 
relatifs  à  la  stabilité  des  machines. 

§  U.  —  De  la  stabilité  d'un  véhicule  de  chemin  de  fer 
à  quatre  roues  en  voie  courbe  horizontale. 

129.  Nous  ferons  abstraction,  dans  ce  qui  suit  :  i°  des  mou- 
vements secondaires  commufiiqués  par  la  locomotive,  dont 
nous  nous  occuperons  ci-après,  ou  résultant  des  imperfections 
de  l'attelage;  2*>  du  jeu  des  fusées  dans  les  boîtes  à  graisse;  de 
sorte  que  nous  ne  nous  occuperons  que  du  mouvement  géné- 
ral d'un  véhicule  à  quatre  roues  engagé  dans  une  courbe. 

Nous  rappellerons  que  les  jantes  des  roues  ont  la  forme 
d'un  tronc  de  cône  se  raccoFdant  à  l'intérieur  du  véhicule 
avec  une  sorte  de  demi-tore  [rebord  ou  boudin)  qui  forme 
épaulement  par  rapport  au  rail. 

Les  roues  sont  identiques,  et  les  cônes,  auxquels  appar- 
tiennent les  jantes  de  deux  roues  montées  sur  le  même  essieu^ 
ont  par  suite  leur  base  commune  dans  le  plan  perpendiculaire 
aux  axes  de  rotation,  mené  en  leur  milieu,  et  qui  sera  poui^ 
nous  le  plan  méridien  du  véhicule. 
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En  courbe,  le  rail  extérieur  est  plus  élevé  que  l'autre  rail, 
pour  un  motif  qui  résultera  de  la  solution  du  problème  qui 
nous  occupe. 

D'après  cet  exposé,  il  est  clair  que  les  deux  roues  exté- 
rieures, de  même  que  les  deux  roues  intérieures,  ont  avec  le 
rail  des  points  de  contact  géométrique  situés  sur  le  même 
rayon. 

Comme  la  position  des  roues  sur  le  railway  dépend  des 
forces  centrifuges  résultant  du  mouvement  circulaire  du  véhi- 
cule, et  qu'il  en  est  par  suite  de  même  du  centre  de  gravité  du 
véhicule  par  rapport  au  rail  extérieur,  la  condition  de  stabilité 
ne  peut  s'établir  qu'après  avoir  déterminé  la  position  d'équi- 
libre du  véhicule;  mais  cette  condition  ne  sera  autre  chose 
que  l'inégalité  obtenue  en  exprimant  que  les  réactions  du 
rail  intérieur  sur  les  roues  qu'il  supporte  sont  positives. 

En  raison  de  la  forme  des  rails,  la  largeur  de  la  zone  dans 
laquelle  peut  se  trouver  le  point  de  contact  d'une  roue  avec 
son  rail  est  très-petite;  de  sorte  que  nous  pourrons  supposer, 
sans  erreur  appréciable,  que  chaque  rail  est,  en  projection 
horizontale,  réduit  à  une  simple  circonférence. 

130.  Soient  en  projection  horizontale (^g*.  i64) 

Fig.  164. 


0  le  centre  de  la  courbe; 

A',  B'  les  points  de  contact  des  roues  intérieures  avec  le  rail  ; 
A,,  Bi  les  projections  des  points  analogues  A,  B  relatifs  aux 

roues  extérieures  sur  le  plan  de  l'arc  de  cercle  A'B'; 
2  a  =  Al  B,  —  A'  B'  la  distance  des  essieux  d'axe  en  axe  ; 
Cl,  C  les  milieux  des  cordes  AiBi,  A'B'; 
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Di,  D' les  milieux  des  arcs  correspondants; 

p  le  rayon  de  l'arc; 

2  /  la  largeur  de  la  voie  ; 

e  rinclinaison  sur  l'horizon  de  la  droite  qui  joint  les  intersec- 
tions d'un  plan  vertical  quelconque  passant  par  le  point  0 
avec  les  arcs  AB,  A'B'  dont  les  rayons  sont  p  h-  /  et  p  —  /; 

P,  Q  les  intersections  de  l'arc  A'B'  avec  les  droites  0A„  0B|. 

Les  rapports  ^'  ^     Tangle  e  sont  assez  petits  pour  que  l'on 

puisse  en  négliger  les  puissances  supérieures  à  la  seconde  ou 
les  produits. 

Cela  étant,  nous  aurons 


AA,  =  A,P  tangs=  2/e, 

AA''-- AA,'-t-ÂÂ''_-:4/'(i-He'):^4/';   d'où   AA'-  a/. 
Considérons  maintenant  la  Jig.  i65  qui  représente  la  sec- 


tion faite  dans  le  véhicule  par  le  plan  vertical  dont  la  trace 
est  A,  A'. 


A,A'  = 


Fig.  i65. 


z 


Soient 


II'  l'axe  de  l'essieu  ; 

F  le  point  de  rencontré  des  génératrices  des  parties  coniques 
des  roues  ; 
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a  la  demi-ouverlure  flï^^îrïdes  cônes  qui  est  supposée 
du  même  ordre  de  grandeur  que  e; 

L,  E,  E'  les  projections  de  F,  A,  A'  sur  IF  ; 

r  =  AE,  r'  =  A'E'  les  rayons  des  circonférences  des  roues  ex- 
térieure et  intérieure  en  contact  avec  les  rails; 

b  la  distance  FL; 

J,  K  les  intersections  de  IF,  IF  avec  l'horizontale  A' a:  de  A'. 


On  a 


LI=^,  EI= 


tanga  tanga 
d'où 

tang  a  a 

et  de  même 

LE'= 

a 

On  déduit  de  là 
mais  on  a 

d*où,  au  degré  d'approximation  convenu, 

(i)  r-hr'=        — /a)  =  2/'„, 

To  étant  le  rayon  relatif  au  contact  des  roues  avec  un  raiiway 
rectiligne.  Il  suit  de  là  que  Ton  peut  supposer 

EE'  =  iL 

Soient  (3  Tangle  formé  par  AA'  avec  IF,  qui  est  du  même 
ordre  de  grandeur  que  a  et  e,  et  Tinclinaison  IJ^  de  AF  sur 
rhorizontale  A'^. 

On  a 

jTÀ^-a^S,   tangp=  ^    ou    p=  ^1=-^. 
(a)  .  >î  =  JAA' g  =  a -h  p -h  s. 
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Le  véhicule,  se  mouvant  de  telle  manière  que  Tangle  A'AiO 
reste  constant,  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  autour 

V 

de  la  verticale  0  avec  la  vitesse  angulaire  —  (au  carré  de  e  près), 

V  étant  la  vitesse  des  points  du  mobile  qui  se  projettent  sur 
l'arc  de  cercle  moyen  de  la  voie. 

On  reconnaît  sans  peine  que,  par  suite  de  la  symétrie  et  du 
degré  d'approximation  adopté,  les  équations  d'équilibre  qu'il 
nous  reste  à  établir  sont  absolument  les  mêmes  que  si  le  vé- 
hicule se  trouvait  réduit  à  sa  section  déterminée  par  le  plan 
vertical  CiC  {fig.  i64),  en  lui  attribuant  la  masse  totale  M,  et 
que  si  les  deux  systèmes  de  roues  et  d'essieux,  dont  nous 

M'  r 

représenterons  par  —  la  masse  et  par  —  le  moment  d'inertie, 

étaient  remplacés  par  un  système  unique  de  même  forme  dont 
l'axe  serait  projeté  suivant  CiC,  de  masse  M'  et  d'un  moment 
d'inertie  égal  à  F. 

Ainsi,  dans  la  Jig.  i65,  nous  supposerons  dorénavant  que  A, 
A'  sont  les  points  dont  Ci,  C  sont  les  projections  horizontales 
dans  la  Jig,  164. 

Soient  N'  la  réaction  normale  à  FF  du  rail  fictif  sur  lequel 
A'  est  censé  s'appuyer;  H  la  hauteur  du  centre  de  gravité  gé- 
néral G  du  véhicule  au-dessus  de  IF. 

La  composante  de  la  force  centrifuge  suivant  IF  est,  en 
vertu  du  degré  d'approximation  adopté, 

(a)  ~— , 

et  son  moment  par  rapport  à  A, 

(P)  ~  — (H-+-r)  =  -  — (H-+-rJ, 

r  r 

en  donnant  à  ce  moment  le  signe  —,  parce  qu'il  tend  au  ren- 
versement du  véhicule  à  l'extérieur,  et  négligeant  n  —  r  de- 
vant H. 

La  pesanteur  donne  la  composante 

(a')   Mg'sinïî  =  M^(a-f-  p  -h  e)  =  M^^a-+-  s  Suivant  IF, 
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(P') 


La  réaction  N'  donne  la  composante 


—  2N'  sinaa  =  —  îNa,   suivant  IF, 


et  le  moment 


in 


-  N'.EE'  cosa  -h  N'(r  -  r)  sina  =r  —  2N7. 


La  rotation  &)  des  essieux  ou  plutôt  de  Taxe  fictif  développe 
des  forces  centrifuges  composées  dont  il  convient  de  tenir 
compte.  Dans  ce  calcul,  nous  supposerons  e  =  o,  ce  qui  ne 
modifiera  en  rien  le  degré  d'approximation  adopté.  Nous  re- 
marquerons d'abord  que  deux  points  d'une  même  circonfé- 
rence matérielle  du  système  tournant,  situés  sur  une  même 
verticale,  donnent  lieu  à  des  forces  centrifuges  composées 
égales  et  contraires  formant  un  couple  dont  le  moment  est 
—  mVwjx  2(1)  j,  2j étant  la  corde  qui  joint  les  deux  points; 
d'où  il  suit  que  le  couple  résultant  a  pour  moment 


Le  rapport  —  aura  des  valeurs  différentes  selon  que  l'une 

ou  l'autre  des  roues  roulera,  ou  qu'elles  glisseront  toutes  deux; 
mais  dans  tous  les  cas  il  différera  peu  de  l'unité,  c'est-à-dire 
de  la  valeur  correspondant  à  une  voie  droite;  comme  le  mo- 
ment ci-dessus  est  une  petite  fraction  de  celui  de  la  force 
centrifuge,  nous  pourrons  sans  inconvénient  le  considérer 
comme  égal  à 


—  2  —  2w  my  -  =  1. 


V 


En  égalant  à  zéro  les  sommes  des  expressions  («),(«'),  (a'') 
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et  de  ((3),  (P'),  ((3"),  (P"),  on  a 

I  h  Mg^  I  an-  s  — j-^  \  —  aN'a  =  o, 

(3)  -r|^M(H-^rJ^î;j 

Si,  après  avoir  résolu  ces  équations  par  rapport  à  N'  et  r,  on 
obtient  pour  la  seconde  inconnue  une  valeur  inférieure  au 
rayon  r,  correspondant  à  la  naissance  du  rebord,  la  solution 
sera  admissible;  mais,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  cela  indiquera 
que  le  rebord  s'appuiera  contre  le  rail  qui  donnera  lieu  à  une 
réaction  transversale  que  l'on  devrait  introduire  dans  la  pre- 
mière des  équations  (3),  dont  on  n'aura  plus  ainsi  à  s'occu- 
per; on  n'aura  alors  qu'à  considérer  la  seconde  de  ces  équa- 
tions dans  laquelle  on  fera  r  =  r,. 

Dans  cette  dernière  hypothèse,  qui  sera  réalisée  pour  de 
grandes  valeurs  de  V,  la  condition  de  stabilité  N'>>  o  s'expri- 
mera par 

Soient  2e  la  largeur  de  la  jante;  h  la  surélévation  du  rail 
extérieur;  on  a 

par  suite 

On  satisfera  a  fortiori  à  cette  condition  si  l'on  satisfait  à  la 
suivante  : 

9SL      M/'„{H-+-/„)  J  H-hr/ 

Celte  formule,  transformée  en  égalité,  donnant  à  la  vitesse  V 
une  valeur  égale  ou  supérieure,  la  plus  grande  valeur  qu'elle 
peut  atteindre  fera  connaître  le  dévers  h. 
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Revenons  maintenant  au  cas  où  r<r,,  et  soit  N  la  réac- 
tion normale  du  rail  extérieur.  On  reconnaîtra  facilement 
que  la  relation  qui  lie  N  aux  autres  éléments  de  la  question 
s'obtiendra  en  changeant  N'  en  N  et  a  en  — a  dans  la  pre- 
mière des  équations  (3),  ce  qui  donne 


Cette  équation  fera  connaître  N  après  avoir  éliminé  r  au 
moyen  de  l'équation  (3). 


131.  L'inertie  des  organes,  relativement  mobiles,  d'une  lo- 
comotive, produit  ou  tend  à  produire  sur  toute  la  masse  des 
mouvements  secondaires  ou  nuisibles,  mais  qui  n'affectent  que 
périodiquement  le  mouvement  moyen  de  translation  de  cette 
masse. 

Les  composantes  normales  à  la  voie  (censée  horizontale 
pour  plus  de  simplicité),  dues  à  Tinertie  de  ces  organes,  ne 
peuvent  donner  lieu  qu'à  des  oscillations  très-faibles,  puis- 
qu'elles n'existeraient  pas  si  la  matière  des  rails  et  des  roues 
était  absolument  dure. 

Les  composantes  horizontales  produisent  un  mouvement 
oscillatoire  auquel  on  donne,  par  suite  d'une  certaine  analogie, 
le  nom  de  tangage;  mais  ce  mouvement  a  lui-même  très-peu 
d'importance,  puisqu'il  se  communique  delà  machine  au  ten- 
der  et  aux  véhicules  qu'elle  remorque. 

Le  moment,  dû  à  l'inertie,  des  mêmes  organes  par  rapport 
à  l'horizontale  passant  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  partie 
relativement  fixe  de  la  locomotive,  et  perpendiculaire  à  la  di- 
rection des  rails,  tend  à  produire  un  mouvement  rotatoire  pé- 
riodique sur  lequel  l'attelage  avec  le  tender,  en  raison  même 
du  système  employé  pour  les  attelages,  a  peu  d'influence.  Ce 
mouvement  dit  de  galop  n'a  pas  plus  d'importance  que  le 
mouvement  oscillatoire  vertical  et  pour  les  mêmes  causes. 

Le  moment  par  rapport  à  l'horizontale  en  G,  parallèle  à  la  di- 


(4) 
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reclion  des  rails,  tend  à  donner  lieu,  autour  de  cette  droite,  à 
un  mouvement  dit  de  roulis,  qui  n'est  pas  plus  important  que 
le  précédent,  et  pour  les  mêmes  motifs. 

Enfm  le  moment  par  rapport  à  la  verticale  de  G  donne  lieu, 
autour  de  cette  droite,  à  un]  mouvement  angulaire  dit  de  lacet 
et  qui  peut  acquérir  une  certaine  valeur,  en  raison  du  jeu 
existant  entre  les  champignons  des  rails  et  les  rebords  des 
roues;  mais,  si  son  amplitude  est  limitée  en  raison  même  de 
la  disposition  adoptée,  et  accessoirement  par  le  frottement 
latéral  de  glissement  auquel  il  donne^'lieu,  comme  il  tend  à 
produire  des  déraillements,  à  imprimer  aux  véhicules  des  se- 
cousses désagréables  aux  voyageurs  et  à  détériorer,  à  la  suite 
de  chocs  souvent  répétés,  les  rebords  des  roues  et  les  champi- 
gnons des  rails,  oi\  doit  chercher  à  distribuer  la  masse  des 
pièces  mobiles  de  manière  à  réduire  autant  que  possible  le 
mouvement  de  lacet. 

D'une  manière  secondaire,  il  faut  chercher  à  réduire  la  ten- 
dance aux  quatre  autres  mouvements  nuisibles,  qui  peuvent 
dans  certaines  circonstances  produire  des  effets  fâcheux,  par 
exemple,  dans  le  cas  où,  par  suite  de  défectuosités  delà  voie, 
les  points  d'appui  de  la  machine  seraient  mal  assurés. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  ferons  abstraction  du  mouvement 
relatif  des  pièces  de  la  distribution,  dont  la  masse  totale  et 
l'inertie  sont  en  effet  très-petites  par  rapport  à  celles  des  au- 
tres pièces  mobiles  de  la  locomotive. 

Pour  simplifier  le  langage,  nous  appellerons  plan  méridien 
de  la  locomotive  le  plan  de  séparation  de  deux  machines 
identiques,  qui  réunies  constituent  la  locomotive  elle-même. 
Ce  plan  renferme  le  centre  de  gravité  de  la  partie  fixe,  des 
essieux  et  des  roues  de  la  locomotive. 

Le  plan  moyen  d'un  organe  mobile  sera  pour  nous  le  plan 
passant  par  son  centre  de  gravité  et  parallèle  au  plan  méri- 
dien. 

Nous  désignerons  sous  le  nom  attirail  du  piston^  A' attirail 
de  la  bielle  d'accouplement  de  chaque  machine  partielle,  l'as- 
semblage du  piston,  de  la  bielle  motrice  et  de  sa  manivelle 
d'une  part,  de  la  bielle  d'accouplement  et  des  manivelles 
qu'elle  commande  de  l'autre. 
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Les  pièces  composant  chaque  attirail  seront  supposées  avoir 
le  même  plan  moyen. 

Les  conditions  que  doit  remplir  une  locomotive  pour  sup- 
primer les  causes  des  mouvements  nuisibles,  si  toutefois  elles 
sont  compatibles,  est  que  sa  partie  fixe  soit  animée  d'un 
mouvement  de  translation  dont  la  vitesse  et  l'accélération 
soient  les  mêmes  que  celles  du  mouvement  des  roues  à  leur 
circonférence.  Si  donc  on  conçoit  que  Ton  imprime  à  tout  le 
système  une  vitesse  et  une  accélération  égales  et  de  sens  con- 
traire à  celles  du  mouvement  précédent,  la  partie  fixe  devra 
se  trouver  réduite  au  repos,  ce  qui  exige  : 

I**  Que  l'inertie  de  ces  pièces  ne  donne  aucune  composante 
parallèle  et  perpendiculaire  à  la  voie,  ou  que  le  centre  de 
gravité  de  leur  ensemble,  par  suite  celui  du  système  total,  reste 
invariable,  quelle  que  soit  la  position  des  manivelles.  S'il  en 
est  ainsi,  il  n'y  aura  aucune  tendance  au  tangage  ni  au  mouve- 
ment oscillatoire  normal  à  la  voie;  . 

Que  le  moment  des  forces  d'inertie  des  pièces  mobiles 
pris  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  rectangulaires,  paral- 
lèle, transversal  et  normal  à  la  voie  passant  par  le  centre  de 
gravité  ci-dessus  soit  nul,  ou  encore  que  le  moment  semblable 
relatif  aux  quantités  de  mouvement  soit  constant;  on  évitera 
ainsi  les  mouvements  de  roulis,  de  galop  et  de  lacet. 

Pour  donner  autant  de  généralité  que  possible  au  problème 
que  nous  nous  proposons  de  résoudre,  nous  considérerons 
une  machine  fictive,  telle  que  sa  partie  mobile  comprenne 
comme  cas  particuliers  les  différentes  dispositions  usitées. 
Mais,  tout  en  supposant  que  la  manivelle  motrice  puisse  être 
distincte  de  la  manivelle  d'accouplement  de  la  roue  montée 
sur  le  même  arbre,  comme  cela  a  lieu  pour  les  machines  cou- 
plées à  cylindres  intérieurs,  nous  supposerons  que  toutes  les 
manivelles  d'accouplement  lui  sont  parallèles  et  ont  la  même 
longueur. 

Soient  (Jlg.  i66) 
/  =  AB  la  longueur  de  la  bielle  motrice^ 
B  sa  masse; 

6  la  distance  A 6  de  son  centre  de  gravité  b  au  bouton  A  de  la 
manivelle; 


à 
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P  la  masse  du  piston  et  de  sa  tige; 

Bp  =  ph  distance  de  son  centre  de  gravité  p  h  Tarticulation  B; 

r,  ijL  le  rayon  et  la  masse  de  la  manivelle  motrice  OA; 

a  la  distance  Oa  de  son  centre  de  gravité  à  Taxe  de  rotation  0; 

r',  fjt'  le  rayon  et  la  masse  des  n  manivelles  d^accouplement 
supposées  identiques  CD,  CD',...,  situées  d'un  même  côté 
du  plan  méridien,  et  dont  Tune  coïncide  en  projection 
avec  OA; 

Fig.  166. 


a'  la  distance  de  leurs  centres  de  gravité  à  leurs  axes  de  rota- 
tion respectifs  C,  C, . . .  ; 

D,  D'  leurs  articulations  avec  la  bielle  d'accouplement;  il  est 
évident  que  le  centre  de  gravité  général  de  ces  n  manivelles 
est  le  même  que  celui  d'une  manivelle  hypothétique  C,D, 
identique  aux  précédentes,  tournant  autour  d'un  axe  Ci  dont 
la  position  est  complètement  déterminée,  mais  dont  la  masse 
serait  n^/; 

d  la  distance  OCi; 

B'  la  masse  de  la  bielle  d'accouplement; 

b'=z  AF  —  OE  la  distance  de  son  centre  de  gravité  F  au  bou- 
ton de  la  manivelle  d'accouplement  projeté  en  A. 

Ib  les  moments  d'inertie  de  la  masse  B  par  rapport  à  la  per- 
pendiculaire à  son  plan  moyen  passant  par  son  centre  de 
gravité; 

£  =BOG  l!inclinaison  de  la  direction  de  la  tige  du  cylindre 
sur  la  voie; 

III.  a3 
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Q  =  AOB  l'angle  que  forment  les  manivelles  avec  la  direction 
ci-dessus; 

P  Tangle  aigu  formé  par  la  bielle  motrice  avec  la  même  di- 
rection; 

0  +  -5  |3'  les  angles  semblables  aux  deux  précédents  pour  la 

position  contemporaine  de  l'autre  système  mobile; 
e,     les  distances  au  plan  méridien  des  attirails  d'un  piston 
et  d'une  bielle  d'accouplement. 

Nous  prendrons  pour  origine  des  trois  axes  rectangulaires 
Q.X,  ûj,  S2z,  respectivement  parallèle,  perpendiculaire  et 
transversal  à  la  voie,  le  milieu  Q,  de  l'axe  projeté  en  O;  le 
plan  xy  définit  ainsi  le  plan  méridien. 

132.  Conditions  relatives  aux  oscillations  normales  et  au 
tangage,  —  D'après  la  figure  on  a 

[a)  sinp=j8in0,    OB  =  reosô -t- /cos^ . 

Les  ordonnées  des  points  p  ei  b  parallèles  à  l'axe  des  j  sont 
respectivement 

—  (p  -h  OB)  sin/  =—  (p-hrcosQ  -h  /cosp)sin/, 
—  b^iii(i-hP)  —  rs\n{Q  —  i)=—b  ^sin  i  cos  p  -f-  j  sin  Ô  cos    —  rsin  (0  —  t  ) . 

La  somme  des  moments  des  masses  du  système  par  rapport 
au  plan  xz  est  par  suite 

—  B     ^siu/cosp  -t-  y  sinOcosi^  -hrsin(0  —  t)J 
—  ?{p-{-  rcosO  -t-  / cosp)  sin/-H  sin(0  —  i){'(t-a  -h  n\iJa! ^  B'r), 

OU,  en  réduisant, 


^  (  —  (B^4-P/)cospsin/H-sin9cos/j^~B/'^i4- 4-/i|xV-+-B>J 
(     —  cosôsin/[(B'— Bh- P)r  4-fji« -F /zp'a']. 

En  ajoutant  cette  expression  à  ellë-même,  après  y  avoir  rem- 
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placé  Q  par  0  -+-  -  ei  |3  par  (3',  on  aura  la  somme  des  moments 

des  pièces  mobiles  (à  part  les  roues  et  les  essieux  dont  le 
centre  de  gravité  est  fixe)  par  rapport  au  plan  jj?.  Or,  pour  qu'il 
n'y  ait  pas  d'oscillations  normales  à  la  voie,  il  faut  que  cette 
somme  soit  constante,  quel  que  soit  0,  ce  qui  exige  que  les 

coefficients  des  termes  en  sin0,  cos0,  cos[3=i/ 1—  ^  sin^Ô, 


cosP'  =  i  /  I—  jr^  cos'0  soient  séparément  nuls.  On  a  ainsi 


Or,  comme  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  deux  dernières 
de  ces  égalités  on  retombe  sur  la  première,  on  voit  qu'il  suffit 
de  satisfaire  aux  deux  conditions 


pour  qu'il  n'y  ait  pas  d'oscillations  normales. 

Les  moments  par  rapport  au  plan  yz  des  masses  B,  P,  a  s'ob- 
tiendront en  remplaçant  dans  les  équations  que  nous  avons  ob- 
tenues ci-dessus  relativement  au  plan  xz^  /par  90*» -h  /,  ceux  des 
masses  B',  /ip/  parB'[6'-hrcos(0  — 1)],  n'ij/[d  4-rcôs(0  — 
Or  on  peut  faire  abstraction  de  la  somme  B'/'  ni/.' d  qui  est 
constante,  de  sorte  qu'en  définitive  les  conditions  pour  qu'il 
n'y  ait  pas  d'oscillations  horizontales  s'obtiendront  en  rempla- 
çant i  par  i  -h  90**  dans  celles  qui  sont  relatives  aux  oscillations 
normales,  ce  qui  conduit  naturellement  aux  résultats  ci-des- 
sus. 

Ainsi  donc,  si  les  conditions  (i)  et  (2)  sont  satisfaites,  il  n'y 
aura  ni  oscillations  normales,  ni  oscillations  longitudinales;  on 
pourra  en  général  supprimer  ces  deux  mouvements  nuisibles 
en  disposant,  en  conséquence,  des  contre-poids  sur  la  gran- 
deur et  la  position  desquels  nous  reviendrons  plus  loin. 


B^-+-P/=o, 
~  Br  (i-h  j\  -t-B'r-H  /xa  -h  n'ii'a'=  o, 


(B'  —  B-i-  P)/'-+-      -h  n'iL'a'=  o. 


(I) 


B/i-t-P/  =  o, 
(B'—  B-h  F)/  -t-  pt«-h  fia'a'  —  o 
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Remarque.  —  Supposons  que  les  conditions  (i)  et  (2)  ne 
soient  pas  satisfaites.  La  partie  variable  de  la  somme  des 
moments  des  masses  mobiles,  par  rapport  à  l'un  ou  l'autre  des 
plans  XX,       sera  de  la  forme 

F  cosp     F'cosP'-h  G  cosô  -h  G'sinô 

=  F  y/i-  ^sin'Ô  "^^'y/*""     cos'Q  H-GcosÔH-G'sinG, 

F,  F',  G,  G'  étant  des  constantes. 

Soient  M  la  masse  de  la  partie  fixe  des  roues  et  des  essieux 
de  la  machine;  Ç  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  sa  posi- 
tion moyenne  estimée  perpendiculairement  au  plan  des  mo- 
ments. Si  la  machine  est  isolée,  nous  aurons 

M2;  =  F  y/^-  ^^sin'Ô  -f-^y/i-  p  cos'Ô  H- G  cosô -t- G'sinO. 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  uniforme  correspondant  à  la  vi- 
tesse angulaire  &),  on  a  0  =  w^,  et  l'équation  précédente,  qui 
donne  Ç  en  fonction  de  définit  complètement  le  mouvement 
oscillatoire  dont  il  s'agit.  . 

133.  Conditions  relatives  aux  mouvements  de  lacet  et  de 
roulis,—  Les  résultantes,  estimées  suivantûj,  des  quantités  de 
mouvement  des  masses  B,  P,  /x,  B',  n/z'  ne  seront  autre  chose 
que  les  dérivées  par  rapport  au  temps  ^  des  terme»  correspon- 
dants de  l'expression  (6).  Si,  pour  abréger,  nous  désignons  par  co 

,     .  ,  ,    de      .  , 

la  vitesse  angulaire  ^  et  si  nous  remarquons  que  la  première 

des  formules  (a),  élevée  au  carré,  donne 


la  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  des 
pièces  mobiles  par  rapport  à  une  parallèle  quelconque  à  Q,x, 
comprise  dans  le  plan  méridien,  sera 


fl  cos  3 


(  sin9  H- 


-+-  (Br  -f- afl)cos(9  —  /)  -H  Pr 
-h  wc'cos(0  — /)(w/AV-f-  BV) 


r  sinaQ 
2/  côsp" 
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OU,  en  développanl, 


(B6 -t- P/)  sint  - 


-f- «cosô  COS/ Ber^i-h  jj-^  it^c -i-(nif.'a' -hB'r)e' 
w  sinô  sint  [(P/*  -f-pn  —  Br)e  ■+-  [n[fJa' ■+■  B>)6'']. 


Or,  en  ajoutant  cette  expression  à  celle  qui  en  résulte  et  y 

changeant  0  en  0  -h    et  p  en  (3  ,  on  doit  obtenir,  pour  qu'il  n'y 

ait  pas  de  roulis,  un  résultat  indépendant  de  0,  ce  qui  exige, 
comme  il  est  facile  de  le  reconnaître, 

B^-hP/=o, 


conditions  dont  la  première  a  déjà  été  obtenue  plus  haut  et  syr 
laquelle  on  retombe  en  faisant  la  différence  des  deux  autres. 
Nous  ne  trouvons  ainsi  qu'une  nouvelle  condition  exprimée 
par  l'équation  (3),  et  qui  suffit  avec  la  condition  (i)  pour  qu'il 
n'y  ait  pas  de  roulis,  et  par  suite  de  lacet,  puisque,  pour  passer 
des  équations  relatives  au  premier  de  ces  mouvements  à 
celles  du  second,  il  suffit  d'y  changer  1  en  i  4-  90". 

Pour  qu'il  n'y  ait  simultanément  ni  tangage,  ni  oscillations 
normales,  ni  lacet,  ni  roulis,  il  faut  qu'il  y  ait  compatibilité 
entre  les  équations  (2)  et  (3).  Or,  si  Ton  retranche  de  la  seconde 
la  première  multipliée  par  e',  on  trouve 


(3) 


(Pr-h  fx«  —  Br)e  -t-  B'r)éf'=  b, 


OU 


(6)  ^«+(P_B)r=o, 

OU  encore,  en  vertu  de  la  formule  (3), 
(6')  /fpiV-t-BV=o. 


0 
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Dans  les  machines  à  cylindres  extérieurs  on  a  sensiblement 
e  =  e\  de  sorte  que,  pour  éviter  les  quatre  mouvements  pré- 
cédents, il  sufQt  de  satisfaire  aux  équations  (i)  et  (2). 

Dans  les  machines  à  cylindres  intérieurs,  la  différence 
e'—e  est  notable,  de  sorte  que,  pour  annuler  simultanément 
ces  quatre  mouvements,  il  faudrait  que  la  condition  (6')  fût 
vérifiée,  ce  qui  conduirait  à  adapter  des  contre-poids  en  sens 
inverse  des  manivelles. 

Laissons  de  côté  cette  dernière  condition,  pour  ne  nous 
occuper  que  des  équations  (i)  et  (2).  Pour  qu'elles  soient 
vérifiées,  il  faut  placer  des  contre-poids  sur  le  prolongement 
des  bielles  motrices  et  des  manivelles,  ou  suivant  les  mani- 
velles, selon  que  P  -f-  B' — B  sera  positif  ou  négatif.  Si  nous 
appelons  /x',,  /x',  les  masses  de  la  manivelle  ^  et  de  son 
contre-poids;  a,,  les  dislances  de  leurs  centres  de  gravité 
à  Taxe  de  rotation>  il  vient,  en  attribuant  à  B,,  Bj,  6,,  62  des 
significations  semblables, 

(  n^\d^  =:(P.-hB'— B)/--H-ptrt-h/2pXi) 

formules  dans  lesquelles  on  pourra  considérer  les  masses 
comme  représentant  les  poids  correspondants. 

La  valeur  et  la  position  des  contre-poids  des  bielles  mo- 
trices, comme  celles  des  contre-poids  des  manivelles,  ne  sont 
soumises  qu'à  une  seule  condition.  Il  y  a  donc,  dans  la  solu- 
tion du  problème,  une  indétermination  dont  on  profitera  dans 
chaque  cas  pour  faciliter  pratiquement  l'adaptation  des  contre- 
poids. 

Pour  les  machines  à  cylindres  extérieurs,  on  devra  supposer 
|UL=rro,  puisque  la  bielle  motrice  est  articulée  à  une  manivelle 
d'accouplement.  On  fera 

n  —  I    pour  une  machine  non  couplée, 

n  =  i  »  à  quatre  roues  couplées, 

72  =  3  »  à  six  » 


d'où 

(7) 


Généralement  le  contre-poids     est  compris  entre  le  cercle 
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intérieur  de  la  roue  et  deux  rais  consécutifs  ou  non  el  se  ter- 
mine par  une  surface  cylindrique  de  même  axe  que  la  roue. 
L'essentiel  est  que  le  rayon  moyen  du  profil  mixtiligne  ainsi 
déterminé  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  manivelle. 
Soient 

R  le  rayon  intérieur  de  la  roue; 

X  le  rayon  intérieur  du  contre-poids; 

2  a  l'angle  formé  parles  deux  rais  qui  limitent  le  contre-poids; 

p  le  rayon  vecteur  d'un  point  quelconque  de  cette  masse; 

^  l'angle  qu'il  forme  avec  la  bissectrice  de  Tangle  2a; 

e  l'épaisseur  de  la  roue; 

A  le  poids  spécifique  de  la  matière. 

On  reconnaît  facilement  que 


comme  ^^a^  est  censé  connu,  cette  équation  permettra  de 
déterminer  Xy  et  par  suite  la  masse  du  contre-poids. 

Si,  pour  une  machine  à  cylindre  extérieur,  où  é^e',  le 
contre- poids  a  été  calculé  d'après  la  formule  (7),  en 
d'autres  termes  s'il  a  satisfait  à  la  condition  (3),  le  coefficient 
du  terme  en  cos0  du  groupe  (A)  se  réduit  à 


Si  donc  on  change  /  en  1-^90*»  dans  ce  groupe  pour  avoir 
celui  qui  correspond  au  lacet,  qu'on  l'ajoute  à  lui-même  après 
y  avoir  remplacé  B  par  Q  +  90°,  on  trouve,  pour  le  moment  de 
lacely 


R 


-wsin/y  (B/^-hP/). 


—  JSin^(cosO  —  sinô) 


mais,  en  s'arrêtant  aux  secondes  puissances  de  j)  ona 
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et  le  moment  de  lacet  devient 

—  w(B^-h  P/)^j  j^—  ^  sin40co8/ -4-8iiii(cos0  —  sinôjj. 

p 

Comme  î  est  toujours  nul  ou  petit,  que  j  ne  dépasse  pas  7, 

ce  moment  sera  toujours  une  très -petite  fraction  de 
w(B6  -h  P/)e,  et,  par  suite,  la  condition  (3)  est  surtout  celle 
qu'il  importe  de  remplir,  en  vue  de  réduire  les  amplitudes  du 
mouvement  de  lacet. 

Soient  maintenant  I  le  moment  d'inertie  de  la  partie  fixe  de 
la  machine,  y  compris  les  roues  et  essieux,  par  rapport  à  la 
parallèle  à  passant  par  son  centre  de*gravité;  9  l'angle  dé- 
crit autour  de  cet  axe  par  le  plan  méridien,  mesuré  à  partir  de 
la  position  moyenne  de  ce  plan. 

Si  l'on  fait  abstraction  du  frottement  développé  par  le  lacet 
sur  les  rails,  et  si  Ton  suppose  que  la  machine  est  animée 
d'un  mouvement  uniforme  depuis  assez  longtemps  pour  que 
les  conditions  initiales  du  mouvement  aient  disparu,  on  a 

—  (^e{Bb-h?i)j  j^i^  €08/ sin40  —  (cosO  —  sinO)  sin/J  =0 

^  =  e(Bb  -hPljji       cos/sin40  —  sin/(cosG  —sinô)  I 
et 

çf  =  —   J — —  cos^costiO  +  sm«(cos0  h-  sinô)  , 

en  n'introduisant  pas  de  constante  par  suite  de  rinlégrallon, 
puisque  nous  avons  supposé  que  les  conditions  initiales  du 
mouvement  ont  disparu. 
Si  /  =  o,  on  a 

T  =  -^  1  T^^'^^' 

La  demi-amplitude 

1  i6/» 

^,  u    J                 1  (B6-4-P/)e 
est  tres-petite,  d  abord  parce  que  le  rapport   ,  — 


ou 

I 
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Test  lui-même,  et  ensuite  parce  qu'il  est  multiplié  par  le  fac- 
r* 

teur  jgyr»  V^'^      dépasse  pas  ^-ôVô- 

134.  De  la  tendance  au  mouvement  de  galop.  —  Le  mou- 
vement de  galop  tend  à  se  produire  en  vertu  du  moment  des 
quantités  de  mouvement  des  pièces  mobiles  par  rapport  à  la 
parallèle  à  Qz  menée  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  partie 
fixe  de  la  machine. 

On  peut  considérer  ce  moment  comme  résultant  : 

I**  Du  moment  semblable  par  rapport  à  Qz; 

2i  Du  moment  par  rapport  à  la  parallèle  en  G  à  il-s  de  la  ré- 
sultante des  quantités  de  mouvement  supposées  transportées 
parallèlement  à  elles-mêmes  en  Q,  dont  nous  avons  les  ex- 
pressions des  projections  sur  llx  et  Qf,  et  qui  serait  nulle 
s'il  n'y  avait  ni  oscillations  normales  ni  oscillations  transver- 
sales. 

Le  tout  se  réduit  donc  à  trouver  l'expression  du  moment 
des  quantités  de  mouvement  par  rapport  à  Qz. 

Il  n'y  a  pas  lieu  d'avoir  égard  aux  quantités  de  mouvement 
des  roues  et  essieux  et  de  la  manivelle  motrice,  puisqu'elles 
ne  donnent  lieu  qu'à  des  moments  indépendants  de  0, 

Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  manivelle 
d'accouplement  CD,  par  exemple,  se  compose  de  son  moment 
par  rapport  au  point  C,  qui  est  indépendant  de  6,  et  du  mo- 
ment, par  rapport  à  iiz,  delà  quantité  de  mouvement  fxVw  de 
son  centre  de  gravité  où  toute  la  masse  serait  concentrée,  sup- 
posée appliquée  en  C.  Toutes  les  quantités  de  mouvement 
/x'a'w  se  composent  en  une  seule  nfjt'a'co  perpendiculaire  à 
C,D„  appliquée  en  C„  et  dont  le  moment  par  rapport  à  Qz  est 

(c)  «pVwrf.cosO. 

Le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  de  la  bielle  d'ac- 
couplement B',  animée  de  la  translation  w.EFsinô,  est 

(d)  B'wrsine  x  rsinô  =  B'wH  lH^^. 


Il  nous  reste  maintenant  à  calculer  le  moment  des  quan- 
tités de  mouvement  de  la  bielle  motrice. 
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Soient  u  la  distance  au  point  B  d'un  élément  matériel  de 
la  bielle;  x»  les  coordonnées  de  cet  élément  parallèle  et  per- 
pendiculaire à  OB  en  prenant  le  point  0  pour  origine,  on  a 

X  = '•cosO /cosp  —  «cosp,  >3=«sinB, 
Le  moment  cherché  sera 

dt         dt  J 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  précédentes,  en  remarquant  que 

on  trouve  pour  résultat 

-  B^(/  -  ^)]  ^     B«r6  ^sinS  sinô  -h  cosO cosp  , 

ou 

(e)  _«[l^-.B^(/-^)]-^-i- 

La  partie  variable  des  expressions  (c),  (d),{e)  ou  du  moment 
total  relatif  aux  pièces  mobiles  est  donc,  abstraction  faite  du 
facteur  w, 

-  [Ib  -  Bb(l- /^)]^  -f-  /zVW.cosÔ  -  BV 
En  y  changeant  0  en  0  -i-  -  et  (3  en  (3',  on  a,  pour  l'autre  piston, 
_  [Ig     b(l- b)]  ^  -  /2>'«W.sin0     BV  52|^5 

on  a  donc  enfin,  pour  la  partie  variable  du  moment  relatif  aux 
deux  attirails  de  pièces  mobiles, 

-  [Ib  -  B6(/-  b)]       -f-        4-  /ifxW.(cos0  -  sine). 
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Or  ^  =  ^  —  —  el  ^  ne  pouvant  pas  s  exprimer 

linéairement  en  fonction  de  sinô,  il  faut,  pour  que  cette  ex- 
pression soit  constamment  nulle,  ou  qu'il  n'y  ait  pas  simul- 
tanément de  mouvement  de  galop,  de  trépidations  normales 
et  parallèles  à  la  voie,  que 

(8) 

(9)  ^^=0. 

Cette  dernière  condition  n'est  pas  remplie  que  dans  les  ma- 
chines siniiples  ou  à  six  roues  couplées. 

L'équation  (8)  exprime  que,  si  l'on  considère  la  bielle  mo- 
trice comme  un  pendule  oscillant  autour  d*un  axe  perpendi- 
culaire à  son  plan  moyen  passant  par  le  centre  de  l'une  de 
ses  articulations,  le  centre  d'oscillation  doit  coïncider  avec 
le  centre  de  Vautre  articulation. 

Les  équations  (i)  et  (8),  quoique  exigeant  toutes  deux  que 
chaque  bielle  motrice  soit  prolongée  au  delà  du  boulon  de  la 
manivelle,  sont  cependant  incompatibles,  parce  que  d'après 
l'une  b  doit  être  positif,  et  négatif  d'après  l'autre;  de  sorte 
qu'il  est  complétementimpossible  mathématiquement  de  faire 
disparaître  simultanément  les  tendances  aux  cinq  mouvements 
nuisibles  d'une  locomotive. 
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NOTE. 


SÛR  LE  MOUVEMENT  ONDULATOIRE  D*UN  TRAIN  DE  WAGONS 


DU  A  UN  CHOC. 


Nous  supposerons  que  le  train  est  placé  sur  une  voie  droite,  que  les 
centres  de  gravité  des  véhicules  se  trouvent  situés  dans  un  même  plan 
vertical,  et  que  la  percussion  a  lieu  dans  ce  plan. 


M,,  Mj,. . .,      les  masses  des  i  véhicules  qui  composent  le  train,  en  y 

comprenant  la  machine  et  le  tender  ; 
j?,,  or,, ... ,  X.  les  distances,  en  projection  horizontale,  de  leurs  centres  de 

gravité  G,,  Gj,...,  G,  à  un  point  fixe  0; 

a.^, . . . ,  a._^  les  distances  G,  Gj,  G,  G„ . . . ,  G,_,  G„  lorsque  les  tampons 
sont  au  simple  contact  ou  que  les  ressorts  sont  à  l'état  naturel. 
L'action  mutuelle,  entre  le  premier  et  le  second  véhicule,  développée 
par  les  grands  ressorts ,  est  proportionnelle  à  leur  déplacement  relatif 
a^  —  (x^  —  x^)  et  peut  être  représentée  par  A\  [a^  —  (.r,  — jc,)],  Â'^  étant 
un  coefficient  qui  dépend  de  la  nature  des  ressorts.  Appelons  de  même 
/j,...,       les  coefficients  semblables  relatifs  au  deuxième,  au  troi- 
sième, . . . ,  au  (  /  —  i)'^""'  véhicule. 

Pendant  le  mouvement  il  se  développera  des  résistances  que  Ton  peut 
considérer,  pour  chaque  véhicule,  comme  proportionnelles  à  sa  masse; 
cette  résistance  peut  donc,  pour  le        véhicule,  être  représentée  par 

—  A'jbj,  bj  étant  une  constante  qu'on  prendra  positivement  ou  négative- 

(Ix- 

ment,  selon  que  la  vitesse-^  sera  positive  ou  négative. 
Nous  aurons  ainsi 


Soient 


M. 


(r  r 


telles  sont  les  équations  qu'il  s'agit  d'intégrer. 
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Posons  à  cet  effet 

Z,  =  X,  — X,  —  fl,, 
Zj  =       —  — 
 > 

nous  aurons 

z,  -f-  s,-f-. . .  -h  z,._,  -H        or."  ^,  -  fl,  — . . .  -  flr^,, 

(2)  /  ^2-+-23+.---+- V,-+-'^/='^,-^,-^3-----^/-,. 

i  ) 

et  les  équations  (i)  deviendront 


(5) 


Posons,  en  vue  de  faire  disparaître  les  k.b.^ 
2,  =  72 -+-'"21 


x-r- 

/;?,,  w,,...,  w^.,  étant  des  constantes  qui  sont  déterminées  par 
équations 


-         ^  =  V2  ''^  -  '^'.-i  ( "h-i    ^1- .  )• 
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Les  équations  (3)  deviennent  alors 


(5) 


(p 

M,    (r,   . .  •  Xi)  =  r.  -  ^*2r,> 


On  satisfera  à  ces  équations  en  posant 

J,  =  a,  A  C0S/2(^  s), 
=  a,Acos«(/-+-e), 

 •  1 

l/._,  =  a._,Acos/i(f-f-6), 

=  A  C0S/2(^  H-  6), 


(6) 


/I,,  «^27 .  •  •  »       A,  /2,  S  étant  des  constantes,  et,  en  substituant,  on  trouve 


(7) 


—  M,  «'(a,         H-...-Ha._,         =  a,), 

—  M,  /î'(aj  -h  a3  -f- . . . -h  -H  i)  =  —  a,), 
 I 

—  M,_,/«'  (a,_.  -h  i)  =  —  k,_,  «,_„ 


En  éliminant  entre  ces  équations  les  /  — i  coefiBcients  a,,...,  on 
obtiendra  une  équation  du  /^'^  degré  en  et  qui  admet  nécessairement 
la  racine  /2^=  o,  comme  on  le  reconnaît  à  l'inspection  des  équations  (7), 
qui  sont  vérifiées  par  //  =  o,  a,  —  o, . . . ,  «._,  =  o. 

A  chaque  racine  positive  de  cette  équation  correspondront  un  système 
d'intégrales  de  la  forme  (6)  et  des  valeurs  déterminées  pour  a,,.. . ,  a._,, 
et  à  une  racine  négative  ou  imaginaire  la  somme  de  deux  exponentielles 
multipliées  respectivement  par  des  constantes. 

Comme,  dans  tous  les  cas,  l'équation  finale  en  rt^  est  du  degré  ?  —  i, 
nous  n'obtiendrons  que  /  —  i  intégrales  particulières  renfermant  chacune 
deux  arbitraires,  soit  en  tout  2(  /  —  i)  arbitraires,  de  sorte  qu'en  faisant 
leurs  sommes  pour  7, ,  ,  • .  • ,  J"»»  nous  n'obtiendrons  pas  les  intégrales 
générales  des  équations  (5). 

Mais,  si  l'on  observe  que  ces  équations  sont  vérifiées  par  r,  =  o, 


i 
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7,  =  o, . . . ,  =  o,  =  B  -h  B7,  B  et  B'  étant  deux  nouvelles  arbi- 
traires, les  intégrales  cherchées  seront 

=  2  a,  A  COS/2  ( / -+- e), 
jj=  l(/,^Xcosn(e  -h s), 


j,.,  =  2a.^,Acos/i(/-+-6)» 
Xi  =  2Acos/2(^-+-  e)     B  =  B'/, 

d'où 

H-2  A(a,  -+-«2-+-. .  .-f-a._,  +  i)  COS/i(/-+-e)-hB-f-BV, 


On  peut  supposer  B  =  o  en  choisissant  en  conséquence  l'origine  des  or, 
qui  est  restée  indéterminée  jusqu'ici  ;  on  peut  faire  aussi  abstraction  du 
terme  B'f,  qui  correspond  à  un  mouvement  de  translation  de  tout  le  sys- 
tème; de  sorte  que  Ton  a,  en  définitive, 

M 

2  M, 

-+-2  A(a, -H. .  .H-a._,  4-i)cOS«(f-he), 
x.^  =  a.^-h  

Dorénavant  nous  ferons  abstraction  des  résistances,  et  nous  poserons 
en  conséquence 


X,  =fl,  -+-.  .  .-t-â'.,,  -h2  A(a,  -h. .  .4-  a._,  -h  l)  C0S/2(f  H-  g), 

X,  =      -h  .  .  .  , 


(8) 

^    ••  1 

d'où 

^  =  —  2  A/i(a,  4-aj4-. .  .H-a,_,  sin/2(^4-e), 
(q)        {  <Zr 

'        =  — 2A/?(aj-+-a3-i-...-i-a.^, -hl)sin/2(/-hs), 


Les  constantes  A ,  s  se  détermineront  par  les  conditions  que  i  —  i  dos 
coordonnées  x,,  x,,. . .  et  leurs  dérivées  par  rapport  au  temps  aient  des. 
valeurs  données  à  une  époque  déterminée. 

Considérons  en  particulier  une  des  oscillations;  nous  pourrons  supposer 

que  /?s  est  un  multiple  impair  cto  ^>  en  choisissant  en  conséquence 
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l'origine  du  temps,  et  nous  aurons,  en  appelant     la  vitesse  initiale  du 

^ieme  yéhiCUle, 

^  =  U, (a,  ^- . . . -h  a,_,  -+- 1  )  cos/?/, 


^    '  ^  =U,(a,..,-f-i)COS/?^, 

.  -7-  =  U,  COSrU, 
\  dt 

Admettons  que  le  mouvement  ondulatoire  soit  produit  par  un  choc  sur 
le  i'''"'  véhicule;  les  /  —  i'^*"",  /  —  a'^"", . . .  véhicules  posséderont  la  vi- 
tesse U.  au  bout  des  temps  donnés  respectivement  par 

cos/?/..  ,  =  — î —  î 
I 

cos/?/.  „  =  1 

1 

COS/2/,  3  =  î 


1-3    '        1-2  ^  l-l 


et  qui  sont  ceux  au  bout  desquels  le  mouvement  aura  été  communiqué  à 
ces  véhicules. 
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CHAPITRE  VL 

DE  LA  MESURE  DU  TRAVAIL  DÉVELOPPÉ  PAR  LES  MOTEURS 
OU  TRANSMIS  AUX  MACHLNES. 


135.  D'après  ce  qui  précède^  on  comprend  tout  l'inlérêl 
que  Ton  doit  avoir  de  pouvoir  déterminer  expérimentalement 
dans  Tunité  de  temps  ou  la  seconde  :  le  travail  produit  par 
un  moteur;  a*  le  travail  transmis  à  une  machine  par  un  mo- 
teur qui  dessert  à  la  fois  plusieurs  machines. 

On  se  sert  à  cet  effet  d'instruments  auxquels  on  a  donné  à 
juste  titre  le  nom  de  dynamomètre  et  dont  nous  allons  donner 
les  types  principaux.  ' 

126.  Frein  dynamométrique  de  Prony.-^  Cet  appareil,  qui  a 
pour  objet  de  permettre  d'obtenir  expérimentalement  le  tra- 
vail produit  par  un  moteur  et  transmis  par  un  arbre,  se  com- 
pose en  principe  de  deux  mâchoires  en  bois  enveloppant 
chacune  un  peu  moins  de  la  demi-circonférence  d'une  poulie 
montée  sur  l'arbre  moteur  débrayé  de  toutes  les  machines 
qu'il  doit  desservir. 

L'une  des  mâchoires  fait  corps  avec  un  levier  dont  l'extré- 
mité libre  est  munie  d*un  crochet  où  Ton  adapte  un  plateau 
destiné  à  recevoir  des  poids. 

Deux  boulons  traversant  les  mâchoires  se  terminent  à  la 
partie  supérieure  par  deux  filets  de  vis  qui  reçoivent  des 
écrous. 

On  remplace  souvent  la  mâchoire  indépendante  du  levier 
par  une  bande  d'acier  dont  une  extrémité  est  fixée  à  ce  levier. 
L'autre  extrémité  se  termine  par  un  écrou;  cette  bande  main- 
tient des  voussoirs  en  bois  serrés  contre  l'arbre. 

On  a  toujours  quelques  données  sur  la  force  de  la  machine 
m.  ,4 
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et  la  vitesse  qu'elle  doit  avoir;  on  calcule  dès  lors,  comme  on 
le  verra  ci-après,  le  poids  approximatif  que  l'on  doit  mettre 
dans  le  plateau,  puis  on  serre  les  boulons  jusqu'à  ce  que  le 
frottement  des  mâchoires  contre  la  poulie  fasse  équilibre  à  ce 
poids;  au  moyen  d'un  compteur,  on  détermine  le  nombre  de 
tours  exécutés  par  Tarbre  et  enfin  le  travail  exact  correspon- 
dant à  la  charge  ci-dessus. 

Pour  éviter réchaufifement  elles  grippements,  on  lubréûe 
les  surfaces  frottantes  avec  de  Teau  de  savon  ou  du  suif. 


Fig.  167. 


La  Jig.  167  représente  le  frein  tel  quê  Prony  Ta  installé.  La 
fig.  168  représente  la  disposition  adoptée  par  M.  Kretz,  qui 


Fig.  168. 


sera  justifiée  dans  ce  qui  suit,  et  dans  laquelle  le  frein  est 
équilibré  autour  de  l'axe. 
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Soient  {fig.  169) 
0  l'axe  de  rotation  ; 

Q  le  poids  de  la  charge  et  du  plateau,  et  A  son  point  d'appli- 
cation; 

Q'  le  poids  du  frein  dont  le  centre  de  gravité  est  en  A'  ; 
a,  a!  les  longueurs  OA,  O'A'; 

a,  a'  les  inclinaisons  de  ces  droites  sur  l'horizontale  0^; 

L  =  acosa  le  bras  dé  levier  du  frein; 

L'  =  a'  cosa'  celui  de  Q'  ; 

hy  h!  les  hauteurs  de  A  et  A'  au-dessus  de  0^; 

011/  le  moment  du  frottement  sur  la  poulie. 


Fig.  169. 


A 

< 

9. 

On  a  pour  l'équilibre 
(i)  Q  cosa -i- Q' cosa'— 31t=  o 

OU 

QL     Q'L'=  31t. 

Si  n  est  le  nombre  de  tours  de  l'arbre  par  minute  constaté  par 

l'observation,  la  vitesse  angulaire  est  w  =       5  et  comme  le 

travail  absorbé  en  une  seconde  par  le  frottement,  égal  à  celui 
G  que  développe  le  moteur,  est  Oltw,  on  a,  en  exprimant  le 
travail  en  chevaux-vapeur, 

(.)  e  =  (QL  +  Q'L)g^  =  g(OL^O'L'). 

Pour  obtenir  pratiquement  la  valeur  de  Q'L',  on  dispose  le 
frein,  débarrassé  de  son  plateau  et  avant  de  l'avoir  placé  sur 
l'arbre,  de  manière  que  le  sommet  de  sa  mâchoire  supérieure 

54. 
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soit  soutenu  par  un  couteau,  en  faisant  appuyer  l'extrémité  du 
levier  sur  le  plateau  d'une  balance  ou  d'une  bascule.  Soit  q  le 
poids  nécessaire,  indiqué  par  la  balance,  pour  que  l'équilibre 
ait  Tieu  ;  on  a 

Q'L'=7L, 

et  par  suite 

formule  d'une  très-facile  application. 

Le  procédé  ci-dessus  indiqué  peut  servir  à  équilibrer  un 
frein  comme  l'est  celui  de  M.  Kretz. 

Si  l'on  fait  varier  Q  on  fera  varier  n  et  5;  en  prenant  n  pour 
abscisse  et  ^  pour  ordonnée,  on  fera  passer  un  trait  continu 
par  les  points  obtenus;  en  menant  une  tangente  à  la  courbe 
parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  on  obtiendra  la  vitesse  du  ré- 
cepteur qui  rend  maximum  le  travail  transmis  par  le  moteur 
ainsi  que  le  maximum. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  sensibilité  de  l'appareil.  Si 
l'on  augmente  Q  de  dQ,  ce  et  «'auront  varié  de  da  et  da!  lorsque 
l'équilibre  sera  de  nouveau  rétabli,  et,  comme  « — a'  est 
constant,  on  a  doc  =  dx';  la  formule  (1)  donne  par  suite 

(4)  —  Q^sina.^a  —  Q'fl'sina'.^a'-H  Qacosa.^a=  o, 


d'où 

(5) 


L.rîQ 


Le  frein  sera  d'autant  plus  sensible  que,  pour  une  même  va- 
leur de  ôQ,  Soc  sera  plus  grand;  il  y  a  donc  sous  ce  rapport 
avantage  à  donner  au  levier  une  certaine  longueur.  On  voit  aussi 
qu'il  y  a  intérêt  à  rendre  h'  aussi  petit  que  possible.  Si  A'=o, 
comme  dans  le  frein  de  M.  Kretz,  on  a 

et  la  sensibilité  est  indépendante  du  poids  de  l'appareil. 

Pour  que  l'équilibre  soit  stable,  il  faut  que  la  dérivée  se 
conde  par  rapport  à  a  du  travail  des  forces  qui  sollicitent  le 
frein  soit  négative,  ou  que  la  dérivée  première  du  premier 


à 
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membre  de  la  formule  (i)  soil  plus  petite  que  zéro,  ou  enfin 
que  Ton  ait 

—  Qflsina  — Qrt'sina'<o   ou   Qk -h  Q'h'':>  o. 

Un  frein  est  d'autant  plus  facile  à  manier  et  donne  des  Indi- 
cations d'autant  plus  précises  que  la  pression  normale  exercée 
parles  mâchoires  sur  la  poulie  est  plus  faible  ou  que  le  rayon 
de  la  poulie  est  plus  grand.  Soient 

N  la  valeur  de  la  pression  normale  par  mètre  carré  exercée 

par  les  mâchoires; 

D  la  largeur  et  le  rayon  de  la  poulie; 
/  le  coefficient  du  frottement  développé. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  a 

~~  4^00 

Si  N,  est  la  limite  supérieure  des  valeurs  que  Ton  peut  attri- 
buer à  N„  S,  la  puissance  maximum  pour  laquelle  on  se  pro- 
pose d'utiliser  le  frein  et  rit  la  vitesse  minimum  de  n,  il  faut 
que  l'on  ait 

'         45oo  tt'/  n,  //.^ 

On  peut  appliquer  la  formule 

lorsque  S  ne  dépasse  pas  loo  chevaux,  ce  qui  correspond  à 

N  =  33ii, 

en  prenant /=  o, 65  (fonte  sur  chêne  mouillé).  Cette  formule 
permettra  de  calculer  D  et  e  dans  les  limites  assignées  d'avance 
à  leurs  valeurs.  La  tension  t  des  boulons  est  donnée  par 

me 

T  =   1 

expression  qu'il  est  facile  d'exprimer  en  fonction  de  S  par 
l'élimination  de  N. 

137.  Dynamomètre  de  traction.  —  Cet  appareil  a  pour 
objet  de  mesurer  le  travail  produit  dans  un  temps  déterminé 
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par  le  moteur  d'un  véhicule.  Il  se  compose  de  deux  lames 
d'acier  parallèles  (^g*.  170),  réunies  à  leurs  extrémités  par 
des  chapes  en  fer  articulées  au  moyen  de  boulons.  Au  mi- 
lieu de  Tune  des  lames  se  trouve  fixé  Tanneau  d'attache, 
tandis  que  l'effort  de  traction  qu'il  s'agit  de  mesurer  est  appli- 
qué à  un  crochet  fixé  au  milieu  de  Taulre  lame.  D'après  ce 
que  nous  avons  vu  au  Chapitre  XI  de  la  deuxième  Partie  de 
cet  Ouvrage,  la  flèche  des  lames  fléchies  est  proportionnelle 


à  cet  effort,  en  tant  que  Ton  ne  dépasse  pas  la  limite  de  l'élas- 
ticité, comme  nous  le  supposerons;  et  il  est  facile,  soit  par  le 
calcul,  soit  par  l'expérience,  de  déterminer  le  coefficient  de 
proportionnalité. 

Une  bande  de  papier,  enroulée  sur  un  rouleau  dont  l'axe 
est  perpendiculaire  à  la  direction  des  lames  à  l'état  naturel,  se 
déroule  sous  le  dynamomètre  en  s'enroulant  sur  un  autre  rou- 
leau dont  l'axe  est  parallèle  à  celui  du  premier,  et  qui  est  mis 
en  mouvement  par  une  corde  à  boyaux  adaptée  à  l'un  des 
essieux.  Un  crayon  ou  un  pinceau  sortant  d'un  tube  conique 
en  cuivre  contenant  de  l'encre  de  Chine  trace  une  courbe 
sur  le  papier.  Le  travail  produit  dans  un  temps  déterminé  est, 
en  tenant  compte  des  échelles,  mesuré  par  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  décrite  et  la  droite  que  l'on  obtiendrait  si 
l'effort  de  traction  était  nul.  Cette  aire  peut  s'évaluer  par  l'une 
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des  méthodes  connues  de  quadrature  par  approximation  ou 
mécaniquement  au  moyen  d'un  planimètre  ('). 

Un  appareil  compteur,  sur  la  disposition  duquel  nous  n'a- 
vons pas  à  insister,  peut  d'ailleurs  être  adapté  à  l'appareil 
pour  faire  connaître  le  nombre  de  tours  de  roues  ou  le  chemin 
parcouru  par  le  véhicule  dans  un  temps  donné. 

138.  Dynamomètres  de  rotation.  —  Les  appareils  de  ce 
genre  ont  pour  objet  de  mesurer  la  portion  du  travail  trans- 
mise à  une  machine  par  un  arbre  moteur  qui  en  dessert  plu- 
sieurs autres. 

1°  Dynamomètre  de  M.  Morin.  —  Cet  appareil  se  compose 
en  principe  de  deux  poulies  A  et  B  (Jig.  171  et  172)  montées 


Fig.  171.  Fig.  172. 


sur  un  même  arbre  CC;  la  première,  fixe  sur  l'arbre,  reçoit 
par  une  courroie  le  mouvement  de  rotation  de  l'arbre  moteur; 
la  seconde  est  folle  sur  l'arbre  CC,  mais  lui  est  reliée  par  un 


(')  Voir  la  Note  placée  à  la  fin  de  ce  Chapitre. 
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couple  de  lames  élastiques  dirigées,  à  Tétatde  repos,  paral- 
lèlement au  rayon  moyen  intermédiaire  et  encastrées  dans 
l'arbre.  L'autre  extrémité  de  chacune  des  lames  est  engagée 
entre  deux  couteaux  d'acier  que  porte  la  poulie  B  près  de  sa 
circonférence.  Cette  poulie  transmet,  par  une  courroie,  le 
mouvement  à  la  machine  dont  on  veut  mesurer  le  travail  ré- 
sistant utile.  Un  crayon  ou  un  pinceau,  adapté  au  milieu  du 
système  des  lames  élastiques,  trace  une  courbe  sur  une  bande 
de  papier  qui  se  développe,  par  suite  d'une  disposition  ana- 
logue à  celle  du  dynamomètre  de  traction  disposé  à  côté  de  la 
poulie  B,  et  dont  le  mouvement  est  proportionnel  à  celui  de 
l'arbre. 

L'ordonnée  de  celte  courbe  par  rapport  à  la  droite  qui  se- 
rait tracée  dans  l'état  naturel  de  l'appareil  étant  proportion- 
nelle à  l'effort  développé,  l'aire  comprise  entre  la  droite  et  la 
courbe  est  aussi  proportionnelle  au  travail  transmis,  que  l'on 
peut  ainsi  évaluer. 

2®  Dynamomètre  de  M,  Bourdon.  —  Cet  appareil  {fig*  173 


Fig.  173. 


et  174)  se  compose  de  deux  arbres  parallèles  sur  lesquels  sont 
montées  les  poulies  A,  A';  la  première  reçoit,  par  une  cour- 
roie, le  mouvement  de  rotation  de  l'arbre  moteur.  Le  mouve- 
ment est  communiqué  à  A'  par  un  engrenage  sans  frottement 
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B,  B';  une  courroie  passanl^sur  A'  transmet  le  travail  à  la  ma- 
chine dont  on  veut  déterminer  le  travail  résistant  utile.  Les 
poulies,  comme  les  roues  dentées,  ont  le  même  diamètre. 


L'arbre  de  A'  et  B'  a  la  faculté  de  glisser  dans  ses  coussinets 
et  vient  buter  contre  le  sommet  C  d'une  lame  élastique  bou- 
lonnée à  ses  deux  extrémités  à  un  support  fixe.  La  flexion  de 
la  lame  est  indiquée  par  une  aiguille  DE  articulée  en  D  à  une 
pièce  CD  flxée  au  milieu  de  la  lame. 

Soient  P  TefTort  mutuel  normal  aux  dents  en  contact  des 
roues  B  et  B';  i  Tinclinaison  de  ces  dents  sur  la  direction  des 
axes.  L'efTort  P  se  décompose  en  deux  autres  :  l'un  P  sini,  pa- 
rallèle à  la  direction  ci-dessus,  l'autre  P  cosi,  tangent  aux  cir- 
conférences primitives  de  l'engrenage. 

La  composante  Psiùi  produit  la  flexion  de  la  lame  et  est 
proportionnelle  à  la  variation  de  la  flèche  indiquée  par  Tâî- 
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guille  CO;  on  peut  donc  dclerminer  la  valeur  K  de  celte  com- 
posante après  avoir  préalablement  taré  l'instrument.  On  a  par 
suite 

Pcos/  =  Kcotz 

pour  Teffori  langentiel;  si  R  est  le  rayon  des  roues  dentées, 
n  le  nombre  de  tours  par  minute  de  chacun  des  arbres,  le 
travail  transmis  par  seconde,  exprimé  en  chevaux,  est 

_  «ttR 
Kcotf- 


60  X  75 


L'indicateur  de  Watt  rentre  également  dans  la  catégorie  des 
appareils  dynamométriques;  mais  nous  croyons  devoir  en  re- 
porter la  description  à  la  Section  relative  aux  machines  à  va- 
peur, auxquelles  il  s'applique  exclusivement. 
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 V  


NOTE. 

SUR  l'évaluation  APPROXIMATIVE  DES  AIRES  PLANES. 


Formule  de  Simpson,  —  Proposons-nous  d'évaluer  approximativement 
[Jig.  176)  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  courbe  A,^^^  tracé  par  points 
ou  défini  par  une  équation,  une  droite  B.Bj,,^!  et  les  ordonnées  A,Bp 
A„^,B„^,  des  extrémités  de  l'arc  par  rapport  à  cette  droite. 

Concevons  que  l'on  divise  la  base  B,  Bj„^,  en  2/2  parties  égales  dont 
nous  désignerons  par  A  la  longueur  commune.  Soit  B^  le  pied  de  l'ordon- 
née jr^  =  A,.B,  correspondant  à  l'abscisse  [i  —  i)  h. 


Fi{r.  175. 


Si  nous  considérons,  par  exemple.  Taire  mixtiligne  A,  B,  A3  B3,  nous  pour- 
rons, par  approximation,  remplacer  l'arc  A,  A^  A3  par  celui  de  la  para- 
bole passant  par  les  trois  points  Ap  A^,  A3,  ayant  A^B,  pour  diamètre; 
l'erreur  commise  sera  d'autant  plus  faible  que  l'équidistance  h  sera  plus 
petite.  Soient  les  intersections  de  la  tangente  en  à  la  parabole 
avec  la  direction  des  ordonnées  de  A,,  A3;  I  celle  de  A^B,  avec  la  corde 
A,  A3,  parallèle,  comme  on  le  sait,  à  a^a^.  On  a,  d'après  un  théorème 
connu, 

aireAjAjAj  =  faire  A,  a^a^k^  =  \k^\xih 
d'ailleurs 

aireB.A,  A3B3  = //(  j, -h  jj, 
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par  suite 

aireB,  A,  A,A3B3  =  ^  (j,     4r,  -h/J. 

On  a  de  même 

aire  B3A3A,A,B,  =  |  ( h-  4 h- j J , 


aire  B2„_,  Aj„_,  A^,,  A,,,^,        —  ^  (j^'an-i     ^j^'a,,  )  î 

d'où,  pour  Taire  totale, 

A  =  ^-  D',  ^  (^3       •  •  •       )  4  (r.   . . .  -H  J] , 

résultat  qu'il  est  facile  de  traduire  en  langage  ordinaire.  Cette  méthode 
offre  l'inconvénient  de  ne  pas  donner  une  limite  de  Terreur  commise. 
Sous  ce  rapport  et  sous  un  autre  que  nous  ferons  connaître  plus  loin,  la 
suivante  lui  paraît  devoir  être  préférée. 

II.  Formule  de  Poncelet.  —  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  courbe  qui 
limite  Taire,  on  peut  toujours,  par  suite  d'un  mode  convenable  de  décom- 
position de  Taire,  êlre  ramené  à  considérer  le  cas  où  le  sens  de  la  courbure 
par  rapport  à  Taxe  des  abscisses  reste  constamment  le  môme  dans  toute 
Tétendue  de  Tare.  Supposons,  en  particulier,  que  Tare  A,  A^^^,  présente 
sa  convexité  à  Taxe  des  abscisses  ;  conservons  les  notations  et  le  mode  de 
division  de  la  base  de  l'article  précédent,  en  prenant,  pour  fixer  les  idées, 

72  =  6. 

Menons  par  les  points  A  [fig.  176),  d'indice  pair,  les  tangentes  à  la 


Fig.  176. 


:b,  3^        3^        3  s       36  3^ 


courbe,  limitées  aux  ordonnées  qui  précèdent  et  suivent  celle  du  point 
considéré;  menons  les  cordes  des  portions  extrêmes  de  Tare,  et  de  deux 
en  deux,  à  partir  de  A,,  les  droites  qui  joignent  les  autres  points. 
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Les  tangentes  et  les  cordes  détermineront  respectivement  une  aire  cir- 
conscrite et  une  aire  inscrite  entre  lesquelles  sera  comprise  Taire  cher- 
chée. 

On  a  évidemment 

aire  inscrite  =     ^"^^  h    (y^  -4-jr,)  h  -4-  (/^  -4-7^)  h  -4-  ^1 

aire  circonscrite  =  2   (j,  -4- 7^  Je). 

En  prenant  approximativement  pour  Taire  cherchée  la  demi-somme  de 
ces  limites,  on  obtient 

A  =  [-^-^  -        +  a  +7.)], 

résultat  qu'il  est  facile  d'énoncer  en  langage  ordinaire.  L'erreur  commise 
sera  moindre  que  la  demi-différence  des  limites  ou  que 

H  et  K  étant  les  points  de  rencontre  des  cordes  A,  A.,  A,Ag  avec  Tor- 
donnée  du  milieu  A^  H^. 

Cette  méthode  offre,  en  outre  de  l'avantage  de  donner  une  limite  de 
Terreur,  celui  de  n'exiger  que  le  calcul  de  -4-  2  ordonnées,  au  lieu  de 
a/î-H  i  comme  l'exige  celle  de  Simpson. 

in.  Planimètre  de  M.  Amsler,  —  Les  planimètres,  comme  l'indique 
leur  nom,  sont  des  instruments  destinés  à  mesurer  mécaniquement  des 
aires  planes. 

Le  plus  simple  et  en  même  temps  le  plus  commode  des  planimètres  ima- 
ginés jusqu'à  ce  jour  est  celui  de  M.  Amsler,  professeur  de  Mathéma- 
tiques à  Schaffausen  (•  ). 

Cet  instrument  se  coioapose  de  deux  règles  métalliques  [fi^.  177  et  178), 
représentées  par  leurs  axes  de  figure  OA,  AB,  et  qui  sont  articulées  en  A  ; 
la  tige  OA  est  munie  en  0  d'une  pointe  que  Ton  fixe  sur  le  plan  (en  la 
surmontant  d'une  masse  pesante  pour  bien  assurer  la  fixité)  en  un  point 
extérieur  au  périmètre  de  Taire  à  mesurer  et  de  manière  que  Ton  puisse 
faire  décrire  ce  périmètre  par  une  pointe  projetée  en  B.  Sur  le  prolonge- 


)  Le  premier  planimètre  susceptible  d'application  paraît  être  celui  de  Ernst, 
dont  on  trouvera  la  description  dans  les  Leeons  de  Mécanique  pratique  de 
M.  le  général  Morin. 
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ment  de  AB  au  delà  de  A,  se  trouve  une  roulette  C  dont  Taxe  est  paral- 
lèle à  AB  et  dont  la  jante,  qui  doit  rouler  sur  le  plan,  est  graduée;  Taxe 
Ae  la  roulette  est  fileté  et  forme  vis  sans  fin  avec  une  roue  dentée  dont 


Fig.  177. 


Taxe  porte  un  plateau  gradué;  le  déplacement  du  plateau  fait  connaître 
le  nombre  de  tours  effectués  par  la  roulette  dans  son  mouvement  de  rou- 
lement. 


Fig.  178. 


HCAouveldd.  J.^lanadetsc 


Cherchons  maintenant  à  établir  la  théorie  de  l'instrument. 
Soient 

r,r\  a  les  longueurs  constantes  OA,  AB,  AC; 
R  le  rayon  vecteur  OB  ; 
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w,  n  les  vitesses  angulaires  autour  de  0,  de  OA  et  de  OB,  lorsque  B  trace 

le  périmètre  de  l'aire  ; 
w'  la  vitesse  angulaire  de  AB  autour  de  A. 

Le  mouvement  de  AB  résulte  de  la  rotation  w'  et  de  la  translation  wr 
perpendiculaire  à  OA  ;  de  sorte  que  la  vitesse  U  du  point  B  est  la  résul- 
tante des  deux  vitesses  wV,  wr  respectivement  perpendiculaires  à  AB  età 

OA;  or  les  composantes  de  U  suivant  R  et  sa  perpendiculaire  étant 
HR,  on  a,  en  appelant  a,  a'  les  angles  AOB,  ABO, 

w'r  sma'  — wrsma  =  -r-» 
at 

wVcosa''-f-  wrcosa  =  nR 
OU,  en  abaissant  la  perpendiculaire  AI  sur  OB, 


w' -  w  =  ~_         w'.BI  -  «.01  =  nR; 

Al  at  ' 


d*où  Ton  tire 


,    ^     OldK  I  r/R  ^ 

'  w  =  n  —  -  —  cota', 
n  at 

La  vitesse  V  du  point  G,  estimée  perpendiculairement  à  AB,  égale  à  la 
vitesse  de  la  roulette  à  sa  circonférence,  est  la  résultante  de  —  aa>^  et  de 

la  composante  correspondante  —  «rcosÔAB  de  la  translation  «r;  la 
composante  longitudinale  de  cette  translation  ne  produit  qu'un  glissement 
de  la  roulette  dont  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper. 
Or,  dans  le  triangle  AOB,  on  a 

cosOAB  =  ) 

2  rr 

par  suite 

R'~r'-r'^ 

V  =  w 


ou,  en  remplaçant  w,  &/  par  leurs  valeurs  (i), 

(.)    V  =  -  p  ^lû[—^'  COta'-HaCOtaj. 

Soient 

Rj,  le  rayon  vecteur  correspondant  au  point  de  départ  de  la  pointe  B,  et 
Tangle  qu'il  forme  avec  l'axe  fixe  Ox; 
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A  Taire  décrite  par  OB,  lorsque  le  rayon  vecteur  et  son  inclinaison  sont 

devenus  R  et  0  ; 
a  le  chemin  parcouru  par  la  circonférence  de  la  roulette. 

On  a 


et  la  relation  (a)  devient 

dA  =  l'dfT -h  ^-^r'^^'^"^'  i  r/R  ^B!zL^Zl!i'  cota'  «r'cota^  , 
d'où 

—  /      1   cota  -f-  ar'  cota  )  -=r-  • 

JR.  \        a  /  R 

On  déduit  facilement  du  triangle  AOB  les  valeurs  de  cota'  et  cota  en 
fonctions  de  R  ;  mais,  ces  expressions  renfermant  en  dénominateur  des  ra- 
dicaux du  second  degré  dans  lesquels  se  trouve  R  au  quatrième  degré, 
rintégrale  du  second  membre  de  l'équation  (3)  dépend  des  transcendantes 
elliptiques  ;  l'essentiel  pour  nous  est  de  reconnaître  que  cette  intégrale 
est  de  la  forme /(R)  — /(Ro),  de  sorte  que  l'on  a 

(4)  k  =  r'^+''-^'"^^'"'  (9-9.)-/(R)+/(R.). 

S'il  s'agit  de  Taire  d'une  courbe  fermée,  0  et  R  redevenant  0^  et  R^, 
on  a 

(5)  A  =  r'c7C). 

Supposons  que  Ton  veuille  faire  en  sorte  qu'à  un  tour  de  la  roulette 
corresponde  l'unité  de  surface,  soit  le  centimètre  carré,  pour  fixer  les 


(•)  On  peut  arriver  immédiatement  à  l'équation  (5)  par  les  considérations 
suivantes  : 

Soient  {fig.  179) 

OABC,  O'A'B'C  deux  positions  infiniment  voisines  de  la  partie  mobile  de  Tin- 

strumcnt  ; 
K  le  milieu  de  AB; 

I,  L  les  points  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  à  AB  aux  points  K 
et  C  avec  la  direction  de  A'B'; 
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idées  ;  appelons  p  le  rayon  de  la  roulette,  nous  aurons 

I  =  27rr'p. 

En  se  donnant  le  diamètre  de  la  roulette,  on  déduira  de  cette  relation 
la  valeur  de  p.  Chaque  division  de  la  jante  divisée  en  loo  parties  corres- 
pondra à  lo  millimètres  carrés. 

Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  changer  Tunité  de  surface  en 
conservant  la  môme  unité  de  longueur  pour  p  et  r',  et  soient  m  le  rap- 
port de  la  nouvelle  unité  à  Tancienne  et  ce  que  doit  devenir  r';  nous 
aurons 

m  =  2  7rp/,,   d'où   /'  = 

Pour  que  l'on  puisse  modifier  la  longueur  de  r\  on  forme  AB  de  deux 
parties,  dont  l'une  mobile  autour  du  point  A  sert  de  gaîne  à  l'autre,  dont 
on  fixe  à  volonté  la  longueur  de  la  partie  extérieure  au  moyen  d'une  vis  de 
pression. 

Nous  ferons  remarquer,  pour  terminer,  que  l'instrument  peut  aussi  me- 
surer l'aire  d'un  secteur  curviligne  B^OB  ayant  son  sommet  en  0.  A  cet 


M  l'intersectiou  à  IK  avec  la  parallèle  à  B'C  menée  par  le  point  C; 
doc  l'angle  MCK. 

Fig.  179. 


On  a 

dk  =  aire  AA'BB'  =  AB  X  IK  =  r'(CL  ■+-  CK.rfa). 
Or  CL  est  l'arc  doc  dont  la  roulette  a  tourné  ;  on  a  donc 
dk=r'd^-^CK.r'd<r, 

d'où 

A  =  rV-t-CK.r'(a  —  ao). 

Si  la  courbe  est  fermée,  le  second  terme  s'annule,  et  l'on  retombe  sur  la  for- 
mule (5). 

III  .23 
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effet,  on  fail  parcourir  Parc  B^B  à  la  pointe  de  traçage,  puis  sur  OB  le 
chemin  BB,,  le  point  B,  se  trouvant  à  la  même  distance  de  0  que  B^  ;  Taire 
décrite  n'est  en  définitive  que  celle  du  secteur;  mais,  comme  R  est  rede- 
venu Rq,  la  formule  (4)  se  réduit  à  la  suivante: 

.      <       r*-h  r"-T-  laî^         ^  . 

^  =   ~i  

qui  est  d'une  facile  application. 
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TROISIÈME  SECTION. 

APPLICATION  DE  LA  MÉCANIQUE  A  L'HORLOGERIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

GÉNÉRALITÉS. 


139.  Les  chroDomètres  sont  de  véritables  machines,  telles 
que  nous  les  avons  définies  au  n**  2,  à  cela  près  qu'ils  ne 
comportent  pas  de  résistance  utile. 

La  force  motrice  est  un  poids,  pour  les  horloges,  et  est  em- 
magasinée dans  un  ressort  emprisonné  dans  un  barillet  pour 
les  pendules  et  les  montres. 

Le  régulateur  ou  balancier^  qui  doit  autant  que  possible  être 
animé  d'un  mouvement  alternatif  isochrone»  est  le  pendule 
pour  les  horloges  et  les  pendules  de  salon,  et  le  balancier  avec 
son  ressort  spiral  pour  les  montres;  il  y  a  de  plus  une  pièce 
d'une  nature  particulière  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  ^'échap- 
pement. La  transmission  proprement  dite  consiste  en  un  corps 
de  rouages. 

Dans  les  chronomètres,  une  roue  dentée,  mise  directement 
en  mouvement  par  la  force  motrice,  engrène  avec  un  pignon 
faisant  corps  avec  la  roue  dite  roue  du  centre;  ce  pignon  est 
monté  à  frottement  dur  sur  un  arbre  qu'il  entraîne  dans  son 
mouvement  de  rotation.  La  roue  du  centre  fait  marcher  un  pi- 
gnon ayant  le  même  arbre  qu'une  roue  (première  moyenne)^ 
qui  engrène  elle-même  avec  un  deuxième  pignon  dont  l'arbre, 
entraîne  dans  sa  rotation  une  autre  roue  (seconde  moyenne). 

25. 
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Enfin,  celle  dernière  engrèné  avec  le  pignon  de  la  roue  d'é- 
chappement dont  les  dénis  sont  successivement  retenues  et 
laissées  libres  par  V échappement;  cet  organe,  qui  est  animé 
d'un  mouvement  circulaire  alternatif,  se  trouve  en  relation 
immédiate  avec  le  balancier  qui  est  également  animé  d'un 
mouvement  circulaire  alternatif.  L'échappement  a  pour  effet 
de  déterminer  dans  le  corps  de  rouages  un  mouvement  varié 
et  intermittent  tel,  que  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  la 
roue  du  centre  reste  constante  dans  les  derniers  éléments  du 
temps  que  Ton  se  propose  de  mesurer. 

La  vitesse  angulaire  de  Tarbre  moteur  ou  du  barillet  doit 
être  très-faible,  afin  que  ^appareil  puisse  fonctionner  un  temps 
suffisant  pour  que  le  remontage [o^éidXxoxï  qui  consiste  à  em- 
magasiner la  force  motrice)  ne  soit  pas  trop  fréquent  pour 
devenir  une  sujétion.  D'autre  part,  pour  que  Ton  puisse  arri- 
ver à  des  intermittences  bien  régulières,  il  faut  que  l'échappe- 
ment, dont  nous  étudierons  ultérieurement  les  différents  sys- 
tèmes, ait  un  mouvement  suffisamment  rapide,  ce  qui  explique 
la  nécessité  de  multiplier  les  engrenages. 

On  s'arrange  de  telle  manière  que,  en  réglant  convenable- 
ment le  mouvement  du  balancier,  la  roue  du  centre  fasse  une 
révolution  par  heure,  et  que  Tune  des  extrémités  de  son  arbre 
puisse  recevoir  V aiguille  des  minutes  au  delà  du  cadran  ;  l'autre 
exlréraiié,  dans  les  montres,  est  terminée  par  un  carré  destiné 
à  pouvoir  recevoir  une  clef  pour  la  mise  à  l'heure.  Au  même 
arbre  se  trouve  fixée  une  autre  roue  qui  engrène  avec  une 
roue  d'un  même  nombre  de  dents  dont  l'arbre  est  muni  d'un 
pignon;  ce  pignon  met  en  mouvement  une  troisième  roue 
tournant  autour  du  même  axe  que  la  roue  du  centre  et  qui 
a  douze  fois  plus  de  dents  que  le  pignon.  Cette  dernière  roue 
fait  corps  avec  un  canon  enveloppant  sans  frottement  l'arbre 
des  minutes  et  terminé  par  Vaiguille  des  heures.  Il  est  aisé 
de  voir  que  cette  combinaison  rend  de  même  sens  la  rotation 
des  deux  aiguilles  et  qu'elles  marchent  sur  le  cadran  dans  le 
rapport  voulu.  En  agissant  sur  le  carré  de  l'aiguille  des  mi- 
nutes, l'arbre  tourne  dans  le  même  sens  que  la  roue  du  centre 
qui,  sans  participer  à  ce  mouvement,  continue  à  se  mouvoir 
sous  l'action  de  la  force  motrice.  On  peut  ainsi  mettre  le  chro- 
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nomètre  à  l'heure  sans  modifier  d'une  manière  appréciable  le 
mouvement  permanent  du  mécanisme. 

Les  tourillons  des  arbres  sont  maintenus,  d'une  part,  dans 
un  disque  appelé  platine^  auquel  est  fixé  le  cadran,  et  de 
l'autre  soit  au  moyen  d'une  autre  platine  {petite  platine),  soit 
par  des  espèces  de  consoles  appelées  ponts  et  fixées,  à  Tune 
de  leurs  extrémités,  sur  la  platine  par  des  vis.  Les  platines  et 
les  ponts  sont  les  équivalents  des  paliers  des  machines  in- 
dustrielles. 
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CHAPITRE  II. 

DU  MOTEUR. 

140.  Poids  moteur  des  horloges.  —  Ce  poids  est  suspendu  à 
Texlrémiié  d'une  corde  enroulée  sur  un  arbre  horizontal. 

Pour  enlrelenir  constamment  la  marche  d'une  horloge,  il 
faut  remonter  le  poids  lorsqu'il  est  au  point  le  plus  bas  de  sa 
course,  en  faisant  subir  à  l'arbre  un  mouvement  de  rotation 
rétrograde  à  l'aide  d'une  manivelle  ou  d'une  clef  que  l'on 
adapte  sur  l'extrémité  à  section  carrée  de  son  axe. 

Si  la  première  roue  dentée  était  invariablement  reliée  à  l'ar- 
bre, toute  la  transmission  et  les  aiguilles  participeraient  lors 
du  remontage  à  ce  mouvement  rétrograde;  il  résulterait  de  là 
la  nécessité  de  régler  de  nouveau  l'horloge  après  chaque 
opération  semblable,  ce  qui  serait  un  inconvénient  capital 
dans  bien  des  cas  où  les  moyens  de  réglage  manquent  com- 
plètement. Pour  éviter  qu'il  en  soit  ainsi,  on  rend  la  roue  folle 
sur  l'un  des  tourillons  de  l'arbre  auquel  elle  se  relie  par  un 
encliquetage  dont  la  roue  et  le  doigt  sont  respectivement 
adaptés  sur  la  base  et  la  face  les  plus  voisines  de  l'arbre  et  de 
la  roue  dentée.  Le  centre  de  la  roue  à  rochet  coïncide  avec 
celui  de  la  roue  ci-dessus,  et  ses  dents  sont  tracées  de  manière 
que  la  solidarité  entre  l'arbre  et  la  roue  dentée  ait  lieu  pour 
le  mouvement  de  rotation  dû  au  poids,  et  qu'elle  cesse  d'exis- 
ter quand  on  imprime,  lors  du  remontage,  un  mouvement  ré- 
trograde àTarbre.  Les  aiguilles  sontainsi  soustraites  à  ce  mou- 
vement rétrograde;  mais,  comme  elles  restent  statîonnaires 
pendant  toute  la  durée  du  remontage,  après  lequel  elles  re- 
commencent seulement  à  marcher,  les  indications  de  l'hor- 
loge pourraient  être  notablement  altérées  au  bout  d'une  cer- 
taine période;  on  obvie  à  ce  nouvel  inconvénient  en  ayant 
recours  à  la  disposition  suivante. 


i 


DU  MOTEUR. 

L'arbre  est  remplacé  {fig.  180}  par  une  poulie  A  dont  la  gor|[e 
reçoit  une  corde  sans  fin  qui  soutient  une  poulie  mobile  B  ; 
cette  corde  va  passer  ensuite  dans  la  gorge  d'une  autre  poulie 
fixe  D  parallèle  à  la  première,  soutient  une  seconde  poulie 
mobile  C,  et  enfin  repasse  sur  la  poulie  A.  Les  chapes  des 
poulies  mobiles  B  et  €  reçoivent  respectivement  les  poids  P 


Fig.  180. 


et  Q  dont  le  premier  est  le  plus  fort  et  détermine  le  mouve- 
ment en  faisant  remonter  le  second  poids.  Un  encliquetage, 
dont  la  roue  est  solidaire  avec  la  deuxième  poulie  fixe  D, 
s'oppose  à  ce  que  cette  dernière  participe  au  mouvement 
ci-dessus,  et  comme  on  s'arrange  de  telle  manière  qu'il  n'y 
ait  pas  de  glissement  de  la  corde  sur  la  gorge  des  poulies,  la 
poulie  A  tourne  seule  en  entraînant  avec  elle  la  première  roue 
de  la  transmission  qui  lui  est  invariablement  fixée.  Quand  le 
poids  moteur  P  est  au  bas  de  sa  course,  on  le  remonte  en  tirant 
de  haut  en  bas  la  portion  de  la  corde  qui  réunit  la  poulie  à 
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rochet  à  la  poulie  mobile  C  et  pendant  cette  opération  le  poids 
moteur  ne  cesse  pas  d'agir  de  la  même  manière  qu'auparavant, 
si  toutefois  le  remontage  a  lieu  d'un  mouvement  uniforme. 

On  emploie  encore  d'autres  dispositions  pour  le  remontage, 
dont  la  meilleure  est  empruntée  aux  montres  à  fusée  dont 
nous  nous  occuperons  ultérieurement;  c'est  pourquoi  nous 
ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  sujet,  en  renvoyant 
pour  plus  de  détails  aux  Traités  spéciaux  d'horlogerie. 

141.  Du  ressort  moteur  et  de  ses  accessoires,  —  Dans  les  pen- 
dules et  les  chronomètres  portatifs,  la  puissance  motrice  est 
créée  par  la  détente  d'un  ressort  {grand  ressort)  dont  les  extré- 
mités sont  fîxées  respectivement  à  un  noyau  cylindrique  (la 
bonde)  et  à  la  surface 'intérieure  d'une  enveloppe  également 
cylindrique  {la  virole  du  barillet)  de  même  axe  qu£  le  noyau 
et  d'un  diamètre  triple. 

Le  ressort,  avant  d'être  placé  dans  le  barillet,  affecte  une 
forme  spiraloïde  dont  le  rayon  vecteur  croît  très-rapidement 
et  devient  bientôt  égal  à  8  ou  10  fois  le  rayon  du  barillet. 

Cette  forme  s'obtient  en  appliquant  le  ressort,  qui  eslrecti- 
ligne  lorsque  l'on  a  ramené  sa  trempe  au  bleu  ('),  contre  un 
cylindre  ou  mandrin  horizontal  auquel  on  imprime  un  mouve- 
ment de  rotation.  La  lame  s'enroule  en  spires  joiniives  sur  le 
mandrin,  en  dépassant  sa  limite  de  l'élasticité,  et  ne  peut  plus 
reprendre  sa  forme  primitive.  Si  celte  opération,  qu'on  appelle 
Vestrapade,  est  nécessaire  pour  pouvoir  enrouler  sans  rupture 
des  lames  de  ressort  sur  des  arbres  de  faibles  diamètres  et 
les  emprisonner  dans  des  barillets  de  dimensions  restreintes, 
elle  offre,  telle  qu'elle  a  lieu  maintenant,  le  double  incon- 
vénient d'altérer  l'énergie  du  ressort,  de  ne  pas  donner  la 
même  forme  à  deux  lames  estrapadées  de  la  même  manière 
et  choisies  dans  un  même  ruban.  En  Autriche,  l'estrapade 
se  fait  avant  la  trempe,  ce  qui  paraît  bien  préférable. 

Deux  appendices  triangulaires  obtusangles,  fixés  à  la  bonde 


(*),Nous  rappellerons  que  le  coefficient  d'élasticité  de  l'acier  est  indépendant 
du  degré  de  trempage  [Détermination  par  la  flexion  du  coejfficient  d'élasticité 
de  quelques  séries  de  lames  d'acier  (^Annales  des  Mines j  1867)]. 
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et  à  la  surface  interne  de  la  vîrole,  pénètrent  chacun  dans  une 
ouverture  correspondante  ménagée  dans  le  ressort  pour  en 
assujettir  les  extrémités.  Ainsi  placé,  le  ressort  forme  à  partir 
de  la  virole,  avec  laquelle  il  se  trouve  en  contact,  une  série 
de  spires  jointives  terminées  intérieurement  par  une  petite 
portion  de  lame  peu  courbée  qui  les  relie  à  l'arbre.  La  bonde 
fait  corps  avec  un  arbre  qui  traverse  à  frottement  doux  les 
rondelles  [couvercles)  qui  forment  les  deux  bases  de  la  virole 
et  qui  complètent  ainsi  le  barillet.  Cet  arbre  se  termine  à 
une  de  ses  extrémités  par  une  partie  à  section  carrée  [le  carré)  ^ 
destinée  à  recevoir  une  clef.  Si  par  un  moyen  quelconque  on 
rend  fixe  le  barillet,  et  que  Ton  imprime  à  l'arbre,  au  moyen 
de  la  clef,  une  rotation  de  sens  contraire  à  celui  dans  lequel 
les  rayons  vecteurs  vont  en  croissant,  on  arrive  à  enrouler  le 
ressort  de  la  bonde  en  spires  jointives  reliées  au  barillet  par 
une  petite  portion  de  lame  peu  courbe. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fixe  l'arbre  et  qu'on  rende 
la  liberté  au  barillet,  le  ressort  se  détendra,  les  spires  inté- 
rieures se  sépareront  successivement  les  unes  des  autres  en 
s'éloignant  de  l'axe  et  mettront  en  mouvement  le  barillet  et 
la  transmission  du  chronomètre. 

Pour  réaliser  les  conceptions  ci-dessus,  on  monte  sur  l'ar- 
bre, vers  celle  de  ses  extrémités  qui  est  opposée  au  carré  du 
remontage,  une  roue  à  rochet  dont  le  cliquet  est  fixé  sur  la 
platine  du  cadran.  Cet  encliquetage  permet  seulement  le  mou- 
vement de  l'arbre  dans  le  sens  du  remontage. 

Lorsqu'on  n'emploie  pas  h  fusée,  sur  laquelle  nous  revien- 
drons plus  loin,  le  couvercle  du  barillet  voisin  du  carré  est 
muni  d'une  denture  qui  engrène  avec  le  pignon  de  la  roue  du 
centre.  Il  est  clair  que,  par  la  disposition  précédente,  la  force 
motrice,  lors  du  remontage,  ne  cesse  pas  d'exercer  son  action 
sur  le  corps  de  rouages  du  chronomètre  dont  le  fonctionne- 
ment n'est  pas  ainsi  interrompu. 

Les  deux  extrémités  du  ressort  sont  un  peu  détrempées 
sur  une  certaine  longueur  pour  diminuer  les  chances  de  rup- 
ture en  ces  deux  points  où  il  fatigue  le  plus.  Les  deux  cro- 
chets, surtout  celui  delà  bonde,  déterminent  à  très-peu  près 
deux  encastrements;  toutefois,  dans  les  pièces  soignées,  on 
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renforce  le  crochet  extérieur  par  une  lame  d'acier  appelée 
bride  ou  barrette,  fixée  de  part  et  d'autre  aux  couvercles  du 
barillet  et  qui  détermine  plus  complètement  l'encastrement 
de  l'extrémité  extérieure  du  ressort. 

Lorsque  le  ressort  est  complètement  armé»  il  doit  occuper  j 
du  rayon  du  barillet,  et,  quand  il  est  complètement  enroulé,  le 
vide  à  la  circonférence  du  barillet  est  environ  ~  du  rayon. 

Il  faut  autant  que  possible  que  le  ressort  s'enroule  et  se  dé- 
roule sans  se  jeter  d'un  côté  ou  de  l'autre,  et  que,  lorsque  la 
dernière  spire  est  détachée  de  la  virole,  il  se  replie  autour 
de  la  bonde  en  se  serrant  en  spires  non  contiguês  jusqu'au 
moment  où  elles  l'enveloppent  complètement  en  se  touchant. 
Pour  être  certain  d'arriver  à  ce  résultat,  on  donne  au  ressort, 
dans  les  pièces  soignées,  une  épaisseur  qui  va  en  diminuant 
de  la  circonférence  au  centre  en  faisant  en  sorte  qu'elle  soit 
un  peu  plus  forte  au  milieu  qu'aux  bords. 

Nous  citerons,  comme  exemple  de  ressort,  celui  qui  cor- 
respond au  calibre  le  plus  usité,  dit  de  dix-huit  lignes^  que 
l'on  définit  ainsi  par  le  diamètre  de  la  platine.  Le  diamètre 
intérieur  du  barillet  est  de  i6  millimètres,  la  longueur  du  res- 
sort de  58o  millimètres,  sa  largeur  de  i'*%82  et  son  épaisseur 
deo"»"»,i5. 

Pour  la  longueur,  on  peut  dire  d'une  manière  générale 
qu'on  la  prend  à  peu  près  égale  à  12  fois  le  diamètre  de  la 
platine,  soit  24  fois  le  diamètre  extérieur  du  barillet. 

Les  Jig.  181,  i8i2,  i83,  184  donnent  une  idée  des  différentes 
phases  de  la  détente  d'un  ressort. 


Fig.  181.  Fig.  182.  Fig.  i83.  Fig.  184. 


142.  Des  arrétages.  —  Le  nombre  des  tours  du  barillet  ou 
de  clef  nécessaires  pour  armer  complètement  le  ressort  est 
compris  entre  12  et  14. 
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Pour  réduire,  dans  des  limites  sufûsamment  restreintes,  les 
variations  de  la  force  motrice  du  commencement  à  la  fin  du 
remontage,  de  manière  que  ces  variations  puissent  être  com- 
pensées par  l'échappement  (condition  nécessaire  pour  obtenir 
la  régularité  voulue  dans  la  marche  des  chronomètres,  comme 
nous  le  verrons  ultérieurement),  on  n'utilise  que  trois  ou 
quatre  au  plus  des  tours  du  milieu. 

A  cet  effet,  on  emploie  Tune  ou  l'autre  de  certaines  dispo- 
sitions appelées  arrêts  de  remontoirs  et  dont  la  plus  usitée  est 
M  croix  de  Malte.  U/ie  pièce,  affectant  la  forme  d'un  double 
dis(iue,  est  montée  sur  l'arbre  du  barillet  (Jig.  i85)  ;  la  face  du 
disque,  dont  le  rayon  est  le  plus  grand,  est  en  contact  avec  la 


Fig.  185. 


face  extérieure  du  couvercle  non  denté  du  barillet;  ce  disque 
est  muni,  vers  sa  circonférence,  d'un  appendice  saillant 
(doigt).  Dans  le  plan  du  disque  eitérieur,  tourne  autour  d'un 
axe  fixé  sur  le  couvercle  ci-dessus  du  barillet  une  sorte  de 
croix  généralement  à  six  branches,  dont  quatre  sont  termi- 
nées en  creux  par  des  arcs  de  cercle  de  même  rayon  que  le 
disque  et  la  sixième  par  une  convexité.  A  chaque  tour  du  ba- 
rillet, le  doigt  déplace  une  des  branches  creuses  et  amène 
la  suivante  au  contact  du  disque,  de  manière  à  la  rendre  im- 
mobile tant  que  le  doigt  ne  vient  pas  à  agir  sur  elle  pour  la 
remplacer  par  la  suivante;  mais,  lorsque  arrive  la  cinquième 
branche,  sa  convexité  vient  s'arc-bouter  avec  le  disque  qui 
ne  peut  plus  passer,  et  le  mouvement  du  barillet  se  trouve 
forcément  arrêté.  Le  même  arc-boutementse  produit  en  sens 
inverse  dans  le  remontage,  lorsqu'on  fait  faire  à  la  clef  le 
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nombre  voulu  de  tours.  On  voit  de  suite  que»  si  n  est  le 
nombre  de  ces  tours,  fixé  d'avance,  le  nombre  des  branches 
de  la  croix  doit  être  /» 

En  vue  de  rendre  l'arrêtage  plus  solide,  plus  facile  à  con- 
struire et  à  réparer,  on  substitue  quelquefois  au  doigt  une 
cheville  fixée  à  la  bonde  (amenée  à  un  diamètre  plus  faible 
dans  le  plan  de  la  croix),  de  manière  à  remplacer  le  disque* 

Il  est  facile  de  voir  que  la  longueur  du  doigt,  mesurée  à 
pariir  de  Taxe,  le  rayon  ou  cercle  circonscrit  à  la  croix  et  la 
ligne  des  centres  forment  un  triangle  rectangle  dont  Tangle 

compris  enire  les  deux  derniers  côtés  est  ^-^^  »  (*e  qui  per- 
met de  déterminer  l'un  quelconque  des  trois  côtés  connais- 
sant les  deux  autres.  Si,  comme  cela  a  lieu  souvent,  la  lon- 
gueur ^  du  doigt  est  égale  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  on 
a,  pour  déterminer  Xy  en  appelant  d  la  ligne  des  centres, 


Dans  les  montres  marines  où  Ton  fait  faire  six  tours  à  la  clef. 


TT 


2  (  //  H-  I  ) 


Fig.  186. 


la  croix  [Jig.  186)  est  formée  de  cinq  branches  creuses  dont 
la  distance  angulaire  du  milieu  de  Tune  à  celle  qui  la  suit  est 
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égale  à  —  5  l'angle  au  centre  non  utilisé  —  correspond  à  un 

1  7 
appendice  convexe  de  forme  symétrique  à  l'extrémité  duquel 
est  fixée  une  vis  saillante.  Le  dîsqae  défini  plus  haut  porte, 
dans  un  plan  supérieur,  un  appendice  dont  le  milieu  corres- 
pond à  celui  du  doigt  et  qui,  agissant  sur  la  vis,  après  les  six 
tours,  détermine  l'arrêt.  Cette  disposition  a,  sur  la  précédente, 
l'avantage  de  produire  une  butée  normale  au  contact  des  sur- 
faces qui  déterminent  l'arrêt,  d'où  résulte  une  pression  sur 
l'axe  de  la  croix,  ce  qui  donne^une  grande  invariabilité  à  l'ar- 
rêtage.  Mais  elle  ne  peut  s'employer  pour  les  montres,  en 
raison  du  surcroît  d'épaisseur  qu'on  serait  obligé  de  leur 
donner. 

143.  De  la  fusée.  —  Dans  les  montres  dites  à  roue  de  ren- 
contre, dont  la  fabrication  est  maintenant  très-limitée,;  il  est 
indispensable,  pour  obtenir  une  marche  régulière,  que  la 
force  motrice  exerce  une  action  bien  uniforme  sur  le  corps  de 
rouages.  Pour  atteindre  ce  but  on  a  imaginé  la  disposition 
suivante  :  sur  le  barillet  dépourvu  de  denture  et  dont  l'arbre 
ne  sert  plus  au  remontage,  s'enroule  une  chaîne  de  Vaucan- 
son  en  acier,  qui  passe  d'autre  part  sur  des  retraites  hélicoï- 
dales ménagées  dans  une  pièce  sppelée  fusée  {Jig.  187).  La 
forme  générale  de  la  fusée  est  celle  d'une  surface  de  révolu- 
tien  ne  différant  d'un  cône  que  parce  que  les  génératrices 
rectilignes  sont  remplacées  par  une  courbe  un  peu  convexe 
vers  l'axe.  La  fusée,  en  un  point  de  la  base  de  laquelle  est 
fixée  l'autre  extrémité  de  la  chaîne,  fait  corps  avec  l'arbre  qui 
sert  au  remontage.  Lorsque  le  ressort  est  armé,  la  chaîne  est 
enroulée  suivant  les  spires  successives  de  la  fusée;  à  mesure 
que  le  barillet  tourne,  la  chaîne  s'enroule  sur  sa  surface  en  se 
dégageant  successivement  des  spires  à  partir  de  celle  du  plus 
petit  rayon.  Le  bras  de  levier  de  la  tension  de  la  chaîne 
exercée  sur  la  fusée  va  ainsi  en  augmentant  à  mesure  que 
l'intensité  de  cette  force  décroît  avec  l'énergie  du  ressort.  Les 
spires  sont  tracées  de  manière  que  le  moment  moteur  de  la 
fusée  reste  constant.  Une  roue  dentée  est  établie  à  frottement 
doux  sur  la  grande  base  de  la  fusée,  au  moyen  d'une  virole 
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faisant  corps  avec  celle  roue  el  pénétrant  dans  une  cavité  cy- 
lindrique centrale  pratiquée  dans  la  fusée.  Cette  roue,  qui  doit 
commander  la  roue  du  centre,  porte  le  cliquet  d'un  rocbet 
dont  la  roue  est  noyée  dans  la  base  de  la  fusée,  et  cet  organe 


Fif.  187. 


joue,  pour  le  remontage,  le  même  rôle  que  son  similaire  du 
barillet  dans  les  montres.  À  la  fin  du  remontage,  lorsque  la 
chaîne  atteint  les  spires  supérieures  de  la  fusée,  sa  partie  rec- 
tiligne  soulève  graduellement  un  levier  appelé  garde-chaîne^ 
maintenu  incliné  vers  la  grande  platine  par  une  lame  de  res- 
sort jusqu'au  moment  où,  Tenroulement  étant  sur  le  point 
d'être  complet,  le  levier  arrive  au  niveau  de  la  petite  base  de 
la  fusée  et  vient  buter  contre  un  appendice  dont  elle  est  mu- 
nie et  qui  produit  l'arrêt. 
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L'emploi  de  la  fusée  rend  superflue  Taddition  d'un  arrêt  de 
remontoir  pour  limiter  le  nombre  de  tours  utiles  du  ressort; 
en  effet,  d'une  pan,  le  garde-chalne  empêche  la  fusée  de  re- 
monter le  barillet  au  delà  du  point  voulu;  de  l'autre,  la  ten- 
sion du  ressort  est  limitée  à  son  minimum  par  la  chaîne  qui 
resle  tendue  sur  la  goupille  de  la  fusée  où  elle  s'accroche. 

Les  inconvénients  résultant  de  l'emploi  de  la  fusée  sont  les 
suivants  :  les  frottements  sont  augmentés  par  l'Introduction 
d'un  mobile  de  plus,  ce  qui  nécessite  l'emploi  d'un  ressort 
plus  fort;  2^  il  faut  rectifier  le  tracé  des  spires  chaque  fois 
qu'on  change  le  ressort;  S"*  la  fusée  occupe  un  grand  espace 
qu'on  pourrait  employer  plus  utilement;  4*  le  mouvement 
du  mécanisme  est  suspendu  pendant  le  remontage. 

ikk.  Remontoir.  —  On  a  cru  pendant  longtemps  qu'il  était 
indispensable  d'adapter  une  fusée  aux  montres  marines  et  ce 
n'est  que  dans  ces  dernières  années  que  l'on  a  reconnu 
qu'elle  pouvait  être  supprimée  sans  inconvénient;  mais,  en 
adoptant  la  fusée,  il  était  surtout  nécessaire  de  parer  au  der- 
nier des  inconvénients  signalés  ci-dessus,  et  l'on  y  est  arrivé 
au  moyen  d'une  disposition  particulière  à  laquelle  on  a  donné 
le  nom  de  remontoir,  A  cet  effet  [fig.  187),  on  place  entre  la 
roue  dentée  et  la  fusée  une  roue  à  rochet  dont  le  cliquet 
adapté  à  la  grande  platine  empêche  toute  participation  au 
mouvement  du  remontage.  La  roue  à  rochet  est  reliée  à  la 
roue  dentée  par  un  ressort  presque  circulaire  dont  les  extré- 
mités sont  respectivement  fixées  à  ces  deux  pièces*  La  chaîne, 
en  agissant  sur  la  fusée,  a  pour  effet  de  bander  le  ressort;  pen- 
dant le  remontage  il  réagit  sur  la  roue  en  se  détendant  et  il 
entretient  par  suite  le  mouvement  de  la  montre. 

145.  Recherches  sur  la  loi  de  la  détente  d'un  ressort. — 
Soient  {Jig.  188) 

0  le  centre  du  barillet; 

A  l'encastrement  intérieur  de  la  lame  ;  nous  prendrons  la  di- 
rection de  OA  pour  axe  des  x  et  sa  perpendiculaire  en  0 
pour  axe  des/; 

Ro  la  distance  OA  ; 
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X,  Y  les  résultantes  élastiques  parallèles  à  0^,  Oy  dans  la 
section  normale  faite  en  un  point  M  de  la  fibre  moyenne 
dont  les  coordonnées  sont  x'  ex/; 

U  le  moment  du  couple  élastique  développé  dans  la  même 
section  ; 

X,  y  les  coordonnées  d*un  point  quelconque  m  de  Tare  AM  ; 
s  la  longueur  de  Tare  A  m; 

po,  p  le  rayon  de  courbure  en  m  du  ressort  à  l'état  naturel  et 

dans  rétat  actuel; 
B  Tangle  que  forme  la  direction  de  p  avec  0^; 
jUL  le  moment  d* élasticité  de  la  lame,  c'est-à-dire  le  produit  du 

moment  d'inertie  de  sa  section  par  son  coefficient  d'élas- 


Nous  supposerons  qu'entre  A  et  M  la  lame  n'offre  aucun 
point  d'inflexion,  de  manière  à  éviter  toutes  difficultés  rela- 
tives aux  signes  à  donner  à  p  et  0^  variables  que  nous  suppo- 
serons toujours  positives. 

Nous  aurons 


ticité. 


Fig.  i88. 


* 


(') 


dx 


en  appelant 

(3) 


aiL  =  U  —  X/  -h  Y;c' 
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le  moment  des  forces  par  rapport  à  l'origine  des  coordon- 
nées. 

Connattrions-nous  la  fonction  de  s  qui  représente  po  que 
la  question  n'en  serait  pas  plus  avancée»  attendu  que  l'équa- 
tion (2)  ne  peut  s'intégrer  que  dans  les  cas  où  po  est  constant 

et  infini.  Mais,  comme  le  rapport  -  est  petit  pour  la  plus 

Po 

grande  partie  de  l'étendue  du  ressort,  nous  pourrons,  sans 
grande  erreur,  remplacer  p»  par  sa  valeur  moyenne  p\  déduite 
de  l'empreinte  du  ressort,  avant  son  introduction  dans  le  baril- 
let, sur  une  feuille  de  papier  noirci. 
Nous  substituerons  ainsi  à  l'équation  (2)  la  suivante  : 

(2')  ^=^^  =  ^'H.Xj-Y^, 

en  posant 

(3')  ^'^^^h. 

Si  l'on  différentie  l'équation  (2')  par  rapporta  s,  en  ayant 
égard  aux  deux  premières  des  relations,  puis  que  l'on  intègre 
.  .  dd 

après  avoir  multiplie  par  ^»  on  trouve  successivement 

(4)  f*  ^  =  XcosQ-h  Ysinô, 

(5)  "  ï       = -^^  =  Xsin0- Ycose-+-D, 

D  étant  une  constante  que  l'on  déterminera  en  exprimant  que 
l'on  obtient  la  même  valeur  de  p  pour  a:  =  Ro,  y  =  o  au  moyen 
de  l'équation  (2')  et  pour  6  =  0,  en  se  servant  de  l'équa- 
tion (5),  ce  qui  donne 

Posons  maintenant 
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réquaiion  (5)  nous  donnera 


\/c  v^i-r-  a  cosô-i-  p  sinô^ 
par  suite,  en  vertu  des  deux  premières  des  relations  (  i), 


(7) 


%/c  Jo  \/ï- 


Jo  v^i  -h  acosô  -1-  fisinô 

 L  %m^dB 

*        yjc  Jo  v^i -r- a  cosô  H- f5  sin6 

yfcJo  v/i -H  acosô -+- psinô 


On  peut  supposer  que  sjc  ^  soit  développé  en  une  série  in- 
définie de  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples  de  0,  et  poser 

(8)       (i -hacos0-i-psin0)  *  =^  (  A„cos/î0 -f- B„sin/î0 ), 

A„.  B„  étant  des  fonctions  de  a,  (3,  n  que  nous  déterminerons 
ultérieurement;  nous  aurons  alors 

j^A,G-t-2*i  (A„sin«Ô-B„cos/20-+-BjJ, 

■^iSî  î  [A„cos(/?-i)0  +  B„sin(/2-i)ô--AJ 

- ;7:îrT  [A«      -i- 1)  0  +  B„sin (/?  + 1 )  9 AJ  jj 


y- 


—    A„  smô  H — i  (  ô  H  )  -h  —  sin^9 


+  ^  ^  ^  [A„sin(«-i-i)9—  B,  cos(«+iJ  * ■ 


DU  MOTEUR. 

Pour  déterminer  les  A»  ei  B„,  nous  remarquerons  d'abord 
que  Ton  a 

(i -i- acosô -T- psinô)"^ 

mrrto 

mais,  en  représentant  ^—i  par  /,  oYi  a 

COS/W0=  '-  > 


sin/?iô  =  :  ; 

21 

par  suite, 

(acosO-f-  psinô)" 

Dans  cette  formule  il  conviendra  de  grouper  les  termes 
également  distants  des  extrêmes  avant  de  remplacer  les  expo- 
nentielles imaginaires  par  leurs  valeurs  en  sinus  et  cosinus, 
etdistinguer,  par  conséquent,  chacun  des  cas  où  m  est  pair  ou 
impair;  les  A„,  se  déduiront  ensuite  d'un  calcul  plus  ou 
moins  laborieux;  mais,  comme  il  nous  suffit  d'avoir  le  mo- 
ment moteur,  nous  laisserons  de  côté  la  recherche  précé- 
dente considérée  dans  toute  sa  généralité. 

Admettons  donc  maintenant  que  le  point  M  correspond  à 
un  encastrement  perpendiculaire  au  rayon  OM,  que  l'on  peut  ^ 
faire  tourner  à  volonté  autour  du  point  0;  soient  /  la  longueur 
de  la  lame  et  R  le  rayon  OM,  qui  sont  des  données  de  la  ques- 
tion; f  ta  valeur  de  B  correspondant  au  point  M;  nous  aurons 
poupée  polni 

a:  =  R  ( 
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par  suite, 

I  /:= -^|^A.«p-+-2^  i(A.sin/i<p-B„cos/i(?-+-BjJ, 

Rco8?-R.  =  --l=(A.(,-cosT)+^sin'o-^ 

H-  ^  2  J  JT^i         (/I  - 1)  ?-+-B,8in  (/^ - 1  )  ?  -  A„ ] 
(i3)  (  ^~^[A,cos(//-4-i)?H-B,sm(/?H-i)f  —  AJ 

Rsinç  =  ~  |^A,siny-+-  ~^<p  h  h-  -^sin^f 

[  -f-^^[A„sin(/?-f-i)(?  — B„cos(/n-i)tp     B J 

conditions  auxquelles  correspondent,  en  fonction  de  <p,  des  va- 
leurs de  a,  p,  c  qu'il  s'agirait  maintenant  de  trouver;  mais, 
considéré  à  ce  point  de  vue  général,  le  problème  paraît  pré- 
senter des  difficultés  insurmontables  :  c'est  pourquoi  nous 
nous  bornerons  à  calculer  ces  quantités  dans  le  cas  où  <p  est 
un  multiple  de  27:,  ce  qui  nous  suffira  pour  nous  rendre 
compte  de  la  manière  dont  varie  le  moment  moteur  avec  le 
nombre  de  tours  du  barillet. 

Dans  cette  hypothèse,  les  formules  (i3)  se  réduisent  aux 
suivantes  : 

ï 


B. 

l  A,  =  o. 

La  formule  (12)  ne  donne  un  terme  indépendant  des  imagi- 
naires ou  de  sin  et  cos0  que  si  m  est  pair;  et,  en  posant 
m  =  2qy  ce  terme  est 


(0' 


i.'2.3. .  .7 
d'où 


DU  MOTEUR.  4^5 

Le  développement  (12)  ne  renfermera  des  termes  en  e'^  ei 
e"'^  qu'autant  q^ie  m  sera  impair,  et  ces  deux  termes  seront 
ceux  du  milieu.  Supposons  donc 

el  successivement  p  =  q^  p  =  g  -^^l  nous  obtiendrons,  pour 
Tensemble  des  deux  termes  ci-dessus, 

ou,  en  faisant  disparaître  les  exponentielles  au  moyen  des 
valeurs  de  sinô  et  cos0. 


(j)" 


+       ,  ^        C0S9  +  p  sine  ) , 

1.2.3. , .q  ^  ^  '  ^  ^  " 


d'oii  Ton  déduit,  en  se  reportant  au  développement  (10)  et 
effectuant  les  réductions, 


(16) 


i^.-'i^rœ'",....s"ii;!fr^„i'-»'i. 


Comme  Ai  est  le  produit  de  — x  par  une  somme  de  termes 
positifs,  on  ne  peut  satisfaire  à  la  troisième  des  conditions  (i4) 
qu'en  supposant  a  =  o  ou  Y=o.  Les  deux  premières  des 
mêmes  conditions  donnent 

comme  on  a  ordinairement 

on  voit  que  ce  rapport  est  très-petit.  Nous  pouvons  conclure 
de  là  que  |3  est  une  petite  fraction. 
En  négligeant  d'abord  la  seconde  puissance  de     on  a 


A  -  ,  fi  oR  4(R-R,) 
A,  =  1,    p=— aB,  =  ^  
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En  portant  cette  valeur  de  ^  dans  les  termes  du  second  ordre» 
on  trouve 

d'où 
et  enfin 

L'équation  (6)  donne  maintenant 
et  enfin  l'équation  (  3'  ) 

Soit  9«  la  valeur  de  cp  lorsque  le  ressort  est  complètement 
désarmé.  Posons 

le  moment  Oît  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(19)  01L  =  R(A^-4-B); 

A  et  B  étant  des  quantités  censées  connues. 
•  On  voit  que  le  moment  moteur  croît  à  peu  près  proportion- 
nellement au  nombre  de  tours  du  barillet,  ce  qui  est  con- 
forme aux  résultats  de  l'observation  avec  lesquels  la  formule 
précédente  cadre  on  ne  peut  mieux. 

La  pression  sur  Taxe  du  barillet,  qui  se  réduit  à  Y,  étant  de 
l'ordre  (3,  ne  peut  donner  lieu  qu'à  un  frottement  insignifiant. 

146.  Du  profil  de  la  fusée,  —  Dans  ce  qui  suit,  nous  con- 
serverons les  notations  du  numéro  précédent. 

Soient  en  projection  sur  le  plan  de  la  grande  base  de  la 
fusée 

0  l'axe  de  la  fusée; 

Ox  une  droite  fixe  tracée  dans  le  plan  ci-dessus; 


À 
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0/  sa  perpendiculaire  dans  le  même  plan; 
r  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  formée  par  la  retraite  héli- 
coïdale de  la  fusée  ; 
w  Tangle  qu'il  forme  avec  la  droite  fixe  Ox. 

Nous  supposerons  que  la  position  de  4'axe  Ox  correspond 
à  &)  =  opour  4'  =  o. 
La  condition  qui  doit  être  remplie  est  la  suivante  : 


en  admettant  que  le  rayon  de  la  grande  base  de  la  fusée  soit 
égal  au  rayon  du  barillet;  mais  on  a  aussi  la  relation 

et,  en  éliminant  ^  entre  cette  équation  et  la  précédente,  inté - 

A 

grani  ensuite  et  posant  Arz=  ^r— 1  on  trouve 


ce  qui  est  l'équation  d'une  spirale  dont  le  rayon  vecteur  va  en 
décroissant  indéfiniment  jusqu'à  zéro  lorsque  co  croît  de  zéro 
jusqu'à  l'infini. 

Pour  déterminer  la  forme  de  la  méridienne  de  la  surface  de 
révolution  qui  doit  limiter  la  fusée  avant  qu'elle  ne  soit  eïï- 
taillée,  nous  nous  placerons  dans  les  conditions  les  plus  sim- 
ples qui  sont  celles  qui  se  prêtent  le  mieux  au  tracé  pratique 
de  la  retraite,  et  nous  poserons,  comme  pour  l'hélice, 

(2)  2  =  ÊW, 

en  désignant  par  e  une  constante,  et  prenant  l'axe  de  la  fusée 
pour  axe  des  z. 

La  constante  e  se  déterminera  par  l'épaisseur  de  la  chaîne 
ou  par  la  hauteur  supposée  donnée  de  la  fusée. 

En  éliminant  w  entre  les  équations  (i)  et  (2)  et  remarquant 
que  r=  v^^^-^/S  on  trouve,  pour  l'équation  de  la  surface, 


(0 


R 


r 
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et,  pour  celle  de  la  méridien  ne, 

(4)  .=  ^1^, 

c 

qui  représente  une  courbe  convexe  vers  l'axe  desz^  qu'elle  a 
pour  asymptote. 
Si  l'on  se  donne  la  hauteur  d  de  la  chaîne,  il  sufQra  de 

prendre  e  un  peu  supérieur  à  ^»  et  l'on  devra  pouvoir  en  dé- 
duire la  hauteur  m  de  la  fusée  et  inversement.  A  cet  effet,  appe- 
lons X  la  longueur  utilisée  de  la  chaîne,  qui  se  déduit  du  dia- 
mètre extérieur  du  barillet  et  du  nombre  n  de  tours  qu'il  doit 
faire  entre  les  deux  arrêts.  On  a,  en  remarquant  que,  en  vertu 

de  l'équation  (^),  j  est  l'angle  total  que  décrit  la  fusée, 

g2  A 

mais  ^  est  une  petite  fraction  qui  est  négligeable;  de  plus,  ^ 

A' 

est  généralement  inférieur  à  |;  par  suite,      n'atteint  pas  ^Vî 

de  sorte  que  l'on  peut  négliger  la  seconde  puissance  du  se- 
cond terme  sous  le  radical,  ce  qui  donne 

Telle  est  la  relation  qu'il  fallait  établir. 


à 
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147.  Des  pivots.  —  Les  exirémilés  de  l'arbre  d'un  mobile 
d'un  chronomètre  qui  pénèlrenl  dans  les  guides  du  mouve- 
ment ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  pivots,  comme  les 
appellent  les  horlogers;  car  chacune  d'elles  est  formée  d'une 
partie  cylindrique  frottant,  par  sa  surface  latérale,  sur  le 
guide  correspondant,  sous  l'action  de  la  force  motrice,  et  ce 
n'est  que  d|ins  les  montres,  lorsqu'elles  sont  posées  à  plat, 
qu'un  frottement  dépendant  uniquement  du  poids  de  l'organe 
se  développe  sur  une  surface  perpendiculaire  à  l'axe  de  rota- 
tion. Ainsi  donc  le  rôle  principal  des  extrémités  d'un  arbre 
est  celui  d'un  tourillon;  néanmoins  nous  maintiendrons  l'ex- 
pression de  pivot. 

Pour  les  rouages,  le  pivot  se  compose  généralement  (^g*.  190) 
d'un  tourillon  (tige  des  horlogers) dont  l'épaulement  (la  por- 


tée) est  formé,  soit  par  une  zone  annulaire,  soit  par  un  tronc 
de  cône  qui  se  raccorde  suivant  sa  grande  base  avec  l'arbre; 


Fig.  190. 


Fig.  191. 
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l'œil  [trou)  est  évasé  sur  une  ceriaine  profondeur,  de  manière 
à  former  un  petit  godet  destiné  à  recevoir  l'huile. 

Comme  le  graissage  des  organes  ou  le  renouvellement  des 
huiles  ne  doit  se  faire  qu'à  de  longs  intervalles,  il  importe  de 
réduire  autant  que  possible  la  masse  des  particules  maté- 
rielles que  le  frottement  détache  du  pivot  et  du  coussinet,  et 
qui  ont  pour  effet  d'épaissir  et  d'altérer  les  huiles,  et  par  suite 
d'augmenter  l'importance  de  celte  résistance.  C'est  pourquoi 
on  n'emploie  que  des  trous  en  acier  trempé  très-dur,  et  le  plus 
souvent  en  rubis;  les  trous  en  cuivre  ne  sont  employés  que 
dans  les  montres  d'une  certaine  valeur  que  pour  l'arbre  et  la 
roue  du  centre. 

Pour  obtenir  une  bonne  marche,  il  est  nécessaire  que  les 
frottements  de  la  denture,  qui  sont  de  beaucoup  les  plus  con- 
sidérables, soient  uniformes  :  c'est  pourquoi  on  ne  lubrifie  pas 
les  engrenages.  D'ailleurs,  si  l'on  faisait  le  contraire,  on  ne 
remplirait  pas  les  conditions  de  propreté  que  l'on  exige  de 
ces  organes.  Il  est  donc  indispensable  de  prendreles  mesures 
Décessaires  pour  que  l'huile  d'un  pivot  ne  puisse  pas  péné- 
trer dans  l'intervalle  des  dents  du  pignon;  pour  atteindre  ce 
but,  on  se  contente,  dans  les  montres,  de  creuser  une  petite 
rigole  ou  piqûre  dans  le  pignon,  suivant  la  circonférence  de 
jonction  avec  l'arbre,  et  qui  forme  un  réservoir  destiné  à  em- 
magasiner l'huile  qui  peut  sortir  du  pivot. 

La  piqûre  circulaire  est  très-souvent  remplacée  par  un 
tronc  de  cône  renversé  de  même  base  que  l'épaulemeni,  mé- 
nagé à  l'extrémité  de  l'arbre. 

.  Lorsque  le  pignon  est  très-voisin  de  l'arbre,  pour  plus  de  sé- 
curité, onemploie  simultanément  la  piqûre  et  le  tronc  de  cône. 

Le  frottement  a  une  plus  grande  influence  sur  le  mouve- 
ment du  balancier  des  montres,  en  raison  de  la  faible  énergie 
du  spiral,  que  sur  le  jeu  de  la  transmission  mise  en  mouve- 
ment par  une  force  motrice  plus  que  suffisante;  c'est  pourquoi 
on  cherche  à  donner  au  tourillon  du  balancier  le  plus  petit 
diamètre  possible;  comme,  pour  le  moindre  choc,  il  pourrait 
se  briser  à  sa  naissance,  on  a  soin  de  le  renforcer  [fig.  191) 
en  le  raccordant  par  un  profil  continu  avec  le  cône  renversé 
qui  termine  l'arbre;  mais,  l'épaulement  de  l'arbre  se  trouvant 
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ainsi  supprimé,  on  est  obligé  de  le  remplacer  par  un  épaule- 
mentextérieurappelécon/re-pzVo/,conlrelequel  Texlrémilédu 
tourillon  vient  s'appuyer;  ThuMe  se  loge  entre  le  contre-pivot 
et  le  trou  qui  ne  se  louchent  pas,  et  Tévasement  que  Ton 
observe  dans  ce  dernier  n*a  pour  objet  que  d'empêcher  tout 
frottement  de  la  part  de  la  naissance  courbe  du  tourillon  et  de 
faciliter  la  mise  en  place  du  pivot. 

En  représentant  par  Tunité  le  diamètre  des  pivots  (')  de  la 
première  et  de  la  deuxième  moyenne,  on  admet  souvent  les 
rapports  suivants  : 

Diamètre  du  pivot  de  la  roue  d'échappement   { 

»  de  la  roue  du  centre   5 

»  du  baril) et   8 

Le  diamètre  de  l'arbre  de  la  roue  d'échappement,  de  la  pre- 
mière et  de  la  deuxième  moyenne,  est  à  très-peu  près  le 
triple  de  celui  du  pivot. 

148.  Choix  du  système  d'engrenages.  —  On  n'emploie  en 
horlogerie  que  l'engrenage  à  flancs,  dontl'un  desinconvénients 
(15)  est  supprimé,  puisque  chaque  roue  ne  donduit  qu'un 
pignon  ;  celui  qui  est  relatif  au  déplacement  des  axes  est  peu 
à  redouter,  parce  que,  d'après  la  nature  des  pivots,  le  jeu  des 
axes  ne  peut  devenir  appréciable  qu'au  bout  d'une  période 
considérable.  Mais,  comme  dans  les  montres  on  est  obligé 
d'employer  des  pignons  d'un  petit  nombre  de  dents  {ailes), 
on  est  conduit  à  des  arcs  de  retraite  très-étendus;  d'où,  comme 
conséquence,  une  augmentation  graduelle,  à  partir  du  contact 
sur  la  ligne  des  centres,  des  actions  mutuelles  entre  un  couple 
de  dents  et  par  suite  une  usure  inégale  que  Ton  est  obligé 
d'accepter.  L'engrenage  à  développante  de  cercle  ne  serait  pas 
admissible,  à  cause  de  la  convergence  trop  rapide  des  profils. 
Quanta  l'engrenage  à  lanterne,  il  est  évident  qu'il  ne  doit  figu- 
rer nulle  part,  même  dans  les  grands  chronomètres  fixes. 

Revenons  donc  à  l'engrenage  à  flancs  rectilignes. 

Les  flancs  des  ailes  des  pignons  sont  raccordés  {^fig.  192)  à 


(  *  )  Soit  ^  de  ligne  pour  les  montres. 
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leurs  extrémiiés  par  des  demi- circonférences,  ce  qui  esl  défec- 
tueux lorsque,  par  suite  de  remploi]  d'un  pignon  d'un  trop 
petit  nombre  d'ailes,  on  est  obligé,  pour  assurer  la  continuité 


Fig.  192. 


du  mouvement,  de  faire  commencer  le  contact  entre  un  couple 
de  dents  avant  la  ligne  des  centres.  Le  nombre  des  ailes  a  six  et 
douze  pour  limites.  La  faible  valeur  de  ce  nombre  ne  peut  se 
justifier  que  par  des  difficultés  d'exécution,  eu  égard  au  faible 
diamètre  des  pignons,  et  par  l'épaisseur  que  l'on  est  obligé  de 
donner  aux  ailes  pour  résister  aux  efforts  qu'elles  supportent, 
en  raison  de  ce  que  le  plus  souvent,  comme  dans  les  mon- 
tres, la  largeur  des  rouages  dans  le  sens  de  l'axe  est  forcément 
minime. 

L'épaisseur  des  ailes  est  prise  égale  au  tiers  du  pas,  et  celle 
des  dents  des  roues  est  par  suite  égale  aux  ~  du  pas,  moins  le 
jeu  qui  varie  entre  ^  et  -nr  du  vide. 

Certains  horlogers  font  commencer  le  contact  entre  deux 
dents  un  peu  après  qu'il  a  cessé  entre  le  couple  précédent, 
de  manière  à  créer  des  chocs  ou  chutes  qu'ils  considèrent 
comme  indispensables  pour  éviter  les  arrêts  pouvant  résulter 
de  l'interposition  de  matières  étrangères  dans  les  engrenages; 
mais  nous  pensons  qu'il  est  toujours  possible  de  donner  un 
jeu  suffisant^  pour  éviter  les  causes  d'arrêts,  sans  être  obligé 
d'avoir  recours  au  choc  qui  est  une  cause  de  destruction. 

149.  De  la  composition  des  rouages  d'une  montre, —  Soient 
fj^u  1^4  les  rapports  respectifs  des  rayons  des  pignons  de 
la  première  moyenne,  de  la  deuxième  moyenne  et  de  la 
roue  d'échappement  à  ceux  de  la  roue  du  centre,  de  la  pre- 
mière et  de  la  deuxième  moyenne; 
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n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  d'échappement; 

N  le  nombre  de  demi-oscillations  ou  vibrations,  dans  le  lan- 
gage des  horlogers,  exécutées  dans  une  heure  par  le  balan- 
cier. 

Comme  nous  le  verrons  plus  loin,  le  passage  d'une  roué  de 
la  dent  d'échappement  correspond  à  chaque  oscillation  du  ba- 

N 

lancier,  la  roue  d'échappement  faisant  —  tours  par  heure,  tan- 
dis que  la  roue  du  centre  n'en  fait  qu'un;  on  a  la  relation 

 f^i/'aPa  =  ^     d'où     —  =  

Si  l'on  se  donne  à  priori  N  et  /i,  on  déterminera  les  systèmes 
de  valeurs  qui  conviennent  à  la  question  comme  on  l'a  indi- 
qué au  n®  18,  en  s'imposant  les  conditions  que  les  rapports 

soient  compris  entre  j  et  ;  et  réciproquement,  si  l'on  se 
donne  n,  |ui„  ii^y  on  déterminera  la  valeur  correspondante 
de  N  qui  servira  de  base  à  l'établissement  du  balancier. 

Dans  les  montres  ordinaires  { n  est  généralement  égal 
à  i5,  et  il  paraît  convenable  de  n'accepter  pour  N  qu'une 
valeur  comprise  entre  16200  et  20400.  Dans  les  montres  ma- 
rines, ce  nombre  atteint  souvent  22000. 


(*)  Nous  donnerons  comme  exemples  les  diagrammes  suivants  : 

«  =  i5  /I  =  14 

/  Barillet   80  —  10 

J  Roue  du  centre                          80  —  10  5o  —  6 

M  Première  moyenne                              75  —  10  5o— 6 

\  Deuxième  moyenne                                   70  —  7  5o  —  6 

N  =  18000,  N  =  19860; 

(  Roue  du  centre                   80  —  10  56  —  6 

{b)  \  Première  moyenne                      60 — 8  62 — 6 

(  Deuxième  moyenne                            54 — 6  Sa — 6 

N  =  18200,  N  =  19628; 

IRoue  du  centre                    76  —  10  58  —  6 

Première  moyenne                      C4  —  8  52  —  6 

Deuxième  moyenne                            5.'i  — 6  52  —  6 

N  =  16416,  N  =  2o33o; 
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On  reconnaît  sans  peine  que  si  une  montre  ne  se  règle  pas 
bîen^  par  suite  de  ce  que  le  balancier  n'exécute  pas  un  nombre 
sufBsant  d'oscillations,  il  ,faut  remplacer  une  des  roues  par 
une  autre  d'ua  plus  grand  diamètre  ou»  s'il  esl  possible,  un 
pignon  par  un  plus  petit. 

La  denture  du  barillet  doit  être  calculée  en  raison  du  nom- 
bre de  taurs  qu'on  doit  lui  faire  faire  dans  le  remontage,  pour 
que  le  fonctionnement  du  chronomètre  corresponde  à  un 
nombre  de  tours  déterminé.  Généralement,  dans  les  montres, 
le  pignon  avec  lequel  engrène  le  barillet  a  dix  ailes,  le  re- 
montage est  de  quatre  tours  et  correspond  à  une  marche  de 
trente-deux  heures.  Le  nombre  de  tours  que  doit  faire  le  ba- 
rillet en  une  heure  étant  3^=^»^^  devra  être  muni  de^~8o 
dents. 

Généralement  le  diamètre  de  la  denture  est  égal  à  i  \  fois 
celui  de  la  roue  du  centre  et  le  nombre  des  dents  de  ces  deux 
organes  est  le  même. 

150.  Des  angles  d* approche  et  de  retraite  dans  les  pignons. 
Si  nous  nous  reportons  aux  notations  du  n"*  15  et  à  la  Jig.  38, 


Roue  du  centre   78  —  10 

(rf)     Première  moyenne   64 — 3 

Deuxième  moyenne   60  —  6 

N  =  19304  î 

/  Roue  du  centre   60  —  8 

(c)  1  Première  moyenne   60  —  8 

(  Deuxième  moyenne   58  —  G 

N  =  i8 


Roue  du  centre   64—8 

(/)     Première  moyenne   . .  60  —  8 

Deuxième  moyenne   60  —  6 

N  =  18000; 

S Roue  du  centre   64  —  8 

Première  moyenne»   .  60  — 8 

Deuxième  moyenne   56 

N  =  17860. 
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Dous  avons 

^^^7^  sina<p 

lang/wO'A=  

°  2  i-hfAsin'<p 

ou,  en  négligeant  les  puissances  de  /x  supérieures  à  la  troi- 
sième, 

tangwO'A=  ^  (i  —  fxsin'îp)  sin2(p. 

En  désignant  par  y  Tangie  au  centre  du  pignon  correspondant 

'  R 
au  pas,  et  par  iKy  le  jeu,  l'épaisseur  des  ailes  sera  ~  y,  et 

celle  des  dents  de  la  roue, 

RU- 07. 

Si  donc  le  point  m  est  la  limite  du  contact,  on  a 

/-;;o^.=i|(i~/)v  =  5(i--/)7. 

En  exprimant  que  l'angle  mO^  est  égal  à  AO'A^,  =  dimi- 
nué du  précédent,  puis  estimant  9  et  y  en  degrés,  on  trouve 

2»  =  67,2957 sinacp  ^i—  ^  ~  ^  C0S2«p^  -f-  (f  —  /)7. 

Désignons  par  9»  la  valeur  de  9  obtenue  en  négligeant  les 
termes  en  11  et  /,  ou  qui  vérifie  Téquation 

(1)  2«ï),=  57,2957  sin2(p,-+-j7. 

Si  ^9  est  la  correction  qu'il  faut  faire  subir  à  cette  valeur  pour 
tenir  compte  des  termes  négligés,  on  trouve 

a,  «y  I 

(2)  0  2<p  =  —  -  57,2957  sin2î>.  

On  voit  ainsi  que  9  =  90  -f-  ^9  sera  de  la  forme 

(3)  y  =  A  — Bp  — C/, 

A,  B,  C  ne  dépendant  que  de  Tangle  y  qui  est  égal  à  ^9 
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n  étant  le  nombre  des  ailes.  En  effectuant  les  calculs,  on 
arrive  aux  résultats  suivants  : 


n 

A 

B 

c 

o 

0 

6 

48^!  5 

i4,3 

24,6 

7 

45,7 

i4,3 

îi4,9 

8 

43,55 

i4,3 

^9^9 

9 

4i,8o 

i4,3 

22,3 

10 

43,3 

f4,23 

21,1 

12 

38,57 

i4,23 

i9>6 

et  Ton  voit  ainsi  qu'entre  n  =  6  et  /i  =  12  on  a  à  très-peu 
près 

(  4  )  ?  =  (  57",  55  -  i ,  7  /I )  -  14°,  3  -  220/. 

Lorsque  n<<  9,  Tangle  y  —  9  étant  positif,  la  prise  devra  com- 
mencer avant  la  ligne  des  centres,  et  les  ailes  devront,  par 
suite,  être  munies  de  têtes  épicycloYdales;  il  en  sera  encore 
ainsi  pour  /i  =  9,  même  en  admettant  u  =  -nr>  '  =tô  comm'o 
valeurs  minima. 

Au  delà,  ou  pour  njio,  il  suffira  de  faire  commencer  la 
prise  à  la  ligne  des  centres  el  de  limiter  le  contact  à  une  dis- 
tance de  cette  ligne  égale  au  pas  pour  donner  une  plus  grande 
épaisseur  à  l'extrémité  des  dénis  de  la  roue,  el  rien  ne  s'op- 
pose alors  à  ce  que  les  ailes  soient  terminées  par  des  demi- 
circonférences. 

Nous  calculerons  plus  loin  les  saillies  des  dents  et  les  effets 
du  frotiemeni  pour  les  pignons  de  moins  de  dix  ailes,  en 
prenant  pour  arcs  d'approche  et  de  retraite  ceux  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  moyennes  fxr=^,  ^  =  x\y  ce  qui  conduira 
à  des  résultats  peu  différents  de  ceux  auxquels  on  arriverait 
dans  les  cas  extrêmes;  on  trouve  ainsi 


(5) 


n. 

3(« 

?.7:a 

a. 

6 

0 

44,3 

0 

i5,7 

u 

0,260 

7 

41,4 

10,0 

0,198 

8 

39,4 

5,6 

0,  125 

9 

37,8 

1,2 

o,o3o 
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151.  Saillies  des  dents.  —  Reportons-nous  au  n**  15  (p.  47) 
dont  jious  conserverons  les  notations,  en  y  supposant  et 
7  z=-i^;  nous  aurons 

(  ^,  =  Vâf,   ^'  =  0,567^, 
^  ^  \  l^  -^la,    ^  =  o,333«, 

en  posant 

V=o,a84/2^i  — cos~^^,    >i=  3,84  -^y 

En  ayant  égard  à  ce  qui  précède  et  en  se  rappelant  que  l*on  a 
ûc  =  o,  t.  =  I  pour  /i  ^  o,  nous  avons  formé  le  tableau  suivant  : 


n 

6 

o,5o4 

0,042 

7 

o,5i6 

0,021 

8 

0,545 

0,007 

9 

0,573 

0,0008 

10 

o,58o 

12 

o,5o4 

14 

0,436 

On  voit  ainsi  que  la  portion  utile  des  saillies  des  pignons  est 
une  fraction  assez  sensible  du  pas  pour  qu'il  soit  nécessaire 
de  donner  à  leur  profil,  sinon  la  forme  épicycloïdale,  du  moins 
approximativement  celle  de  deux  arcs  de  cercles  tangents  aux 
flancs.  La  tête,  dans  les  pignons  de  huit  et  neuf  ailes,  ne  jouant 
qu'un  rôle  secondaire,  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on  la  repré 
sente  par  une  demi-circonférence. 
Pour  trouver  le  rayon  du  noyau  du  pignon,  il  suffira,  dans 

l'expression  de  (R  —  /'),  de  remplacer  a  par  sa  valeur 

n 

152.  Épaisseur  des  dents  de  la  roue  à  leurs  extrémités.  — 
Dans  le  cas  actuel,  l'équation  (9)  du  n°  15  (p.5o)  prend  la 
forme 

e'—e.  n  \        1  /  47r      ,  .  27r\l 

  =  ^  Z^FT    2  (  2—  CCS  i-{-sm  —  )  • 

a  12,5664  L      9  \  J  j 

lll.  27 
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Il  est  inutile  de  l'appliquer  pour  n  =  6,  7,  8,  9,  puisque  les 
angles  de  retraite  ont  été  calculés  dans  ces  hypothèses  en 
supposant  e',  =  o.  Pour  n  =  io  elle  ne  donne  pour  e'  —  e\ 
qu'une  valeur  ne  différant  de  e'  =  OjSô'ja  que  d'une  quan- 
tité de  Tordre  de  l'approximation  que  suppose  cette  même 
formule,  ce  qui  revient  encore  à  considérer  e\  comme  nul  ou 
négligeable. 
Pour  w  =  12,  on  a 

d'où 

e\  =0,091?'. 

Pour  n  =  i5,  on  a 

e'— ^,  =  o,367«, 

d'où 

<  =  0,545e'. 

153.  De  r influence  du  frottement  dans  les  trains  d* engre- 
nages. —  Nous  allons  traiter  cette  question  d'une  manière  gé- 
nérale pour  arriver  ensuite  aux  applications  que  l'on  en  peut 
faire  à  l'horlogerie.  Nous  supposerons  que  dans  le  train  il  n'y 
a  jamais  à  la  fois  qu'un  couple  de  dents  en  prise  entre  un  pi- 
gnon el  une  roue. 

Soient 

Ruj  ru  les  rayons  respectifs  de  la  m'*""  roue  et  du  m'**"*  pignon; 
Pu  la  normale  commune  aux  dénis  de  ces  deux  organes; 
N«  leur  réaction  normale  ; 

6u  l'angle  formé  par  cette  normale  avec  la  ligne  des  centres  ; 
Q„  Ru  le  moment  des  forces  qui  agissent  sur  le  rouage; 
/  le  coefficient  de  frottement  des  dents  en  contact,  supposé 
le  même  pour  tous  les  organes; 
ru 

Si  l'on  applique  ici  la  méthode  exposée  au  n«  97,  on  trouve, 
les  signes  supérieurs  et  inférieurs  étant  respectivement  relatifs 
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au  cas  où  le  contact  a  lieu  après  ou  avant  la  ligne  des  centres 


0,  -N,[sin9,±/^co89,±g.)]  =  o, 
0,  +  N.  ^  [sinO,  ±  /^cos9.  =p  ^'^] 

-N,[sine,±/^C089,±£2)]=o, 
O3  J^[8in9,±/(cos9,H=^')] 

-  N,  [8in9, ±  /(cos9,  ±  0]  =  o, 

N,.,  ^  [8in9,.,±/(cos9,.,qz  ^)] 

-  N,_,  [sin9,_.  ±  /  ^cos9,.,  ± 


a,  =  8in9.+-a|,cos0., 

(8in9.+  ^'„cosO„), 


les  Tormules  précédentes  deviennent 

,'Q,  -a.N,  =  o, 

»7- 


Si  1  on  pose 
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d'oii  l'on  tire 

'  K  _  0. 

*  a  oc 

'  a,  a,  «3  ' 

Q.a.a,a,-HQ,a,a,6,-t-Q,a.p,6,  +  Q,p,9,p, 

  «    «    «   «  ' 


valeurs  dont  la  loi  de  succession  est  facile  à  saisir.  Les  5 
premières  équations  (i')sufGsent  pour  déterminer  N,,...,  W 
et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  des  équati 
précitées,  on  trouve  la  relation 

\       *  •  •  •  ^'-« 

dont  le  terme  général  du  premier  membre  peut  être  re[ 
senté  par 

(3)  Qu«....«„-.P„...P,-r 

Si  maintenant  on  néglige  le  carré  du  coefficient  de  fro 
ment,  on  a 

P«?....--P.-.  =  sin0„sinO„,,...sinO, 

et  réqualion  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
2 Q«  P«  •  •  •  f*.-.  R«  (  I       cot  ô,    . . .  +  a„_,  cot  ô^, 


Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  généralités,  et 
allons  immédiatement  étudier  le  seul  cas  particulier 
nous  ayons  à  nous  occuper  dans  ce  qui  suit. 

Supposons  que  le  mouvement  soit  varié,  et  soient  A» 
le  moment  d'inertie  du  w"""  rouage  et  l'angle  dont  il  a  t( 
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à  partir  d'un  instant  quelconque  pris  pour  origine.  On  a 

(it  dt'   *  '  '      dt  dt  ' 

d'oil 

id%,  _  d^ 
dt       f^----^-»  ' 

riu,  ris  étant  deux  constantes  arbitraires.  D'autre  part  on  peut 
écrire 

(6)  Q.K  =  QuK-^9uK-K'^^ 

(y,,  Ru  étant  le  moment  des  forces  extérieures  agissant  sur  le 
i^ième  rouage,  et  ^«R«  celui  du  frottement  développé  sur  son  axe. 
L'équation  (4)  devient  par  suite 

X  (!-+-<  COtô.-+-...-f-a'^_^COtô„..-h^;^COtô„-+-...-+-p;_.COtô,.,) 
x(l-+-a',COtô,^...-^a'^_,COtô„.,  +  ^;^COlô„-i-...^p;_.COte,_,). 

Si  les  pivots  ou  tourillons  sont  d'un  diamètre  suffisamment 
petit,  on  peut,  comme  première  approximation,  négliger 
d'abord  Çu  devant  Q',,  ce  qui  donne 


(8) 


/ 1      a',  cote,  -I- . . . -H  a',^_,C0t9„_,\ 


Les  actions  mutuelles  normales  seront  données  par  les  for- 
mules (c),  dans  lesquelles  on  remplacera 

Q.  par  0:,-^>... 

puis 

par  sa  valeur  (8),  de  sorte  que  finalement  elles  seront  expri- 
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mées  en  fonction  des  forces  équivalentes  aux  forces  extérieures 
agissant  sur  ce  système  et  des  éléments  géométriques  de  ce 
système. 

On  peut  supposer  la  force  Q'^  parallèle  à  la  résultante  des 
forces  extérieures  agissant  sur  le  m''"'*  rouage,  à  laquelle  elle 
est  équivalente,  et  représenter  par  suite  cette  résultante  par 
KOuy     désignant  une  constante. 

Si,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  on  désigne  par  H-  Nu,  H-/ Nu 
l'action  normale  et  le  frottement  résultant  du  u'^""  système  sur 
le(M-i-i)"'"*  système,  par  —  Nu,  —/Nu  les  réactions  correspon- 
dantes du  second  système  sur  le  premier,  on  voit  de  suite,  en 
employant  la  notation  connue  des  sommes  géométriques,  que 
la  pression  exercée  sur  le  u'^""  axe  sera 

(9)  Qu-^^i-^f^-K-fK. 

expression  dans  laquelle  on  éliminera  au  moyen  de  la 
formule  (8). 

En  négligeant  le  cube  du  coefficient  de  frottement,  le  pro- 
duit de  la  pression  précédente  par  ce  coefficient  représentera 
le  frottement  sur  le  pivot,  et  Ton  obtiendra  Çu  en  le  multi- 
pliant par  le  rapport  du  rayon  du  pivot  à  Ru.  En  portant  cette 
valeur  de  Çu  dans  l'équation  (7),  il  en  résultera  une  équation 
différentielle  du  second  ordre  en  cp„  qui  ne  dépendra  que  des 
forces  extérieures  Ou  et  des  éléments  géométriques  de  Téqui- 
page. 

IS^p.  Des  chocs  dans  un  équipage  de  roues  dentées,  —  Sup- 
posons que  le  système  tournant  0,  reçoive  un  choc  de  la  part 
d'un  autre  système  tournant,  étranger  à  Téquipage  consi- 
déré. Pendant  la  durée  du  choc,  6u  ne  variera  pas  d'une  ma- 
nière appréciable;  les  forces  continues  seront  négligeables; 
on  ne  devra  tenir  compte  que  de  la  force  Q'^  équivalente  à 
l'action  normale  au  contact  et  des  frottements  qu  sur  les  axes 
résultant  de  la  percussion.  Or,  si  l'on  ne  considère  que  le  cas 
de  chocs  peu  violents,  on  pourra  calculer  qu  sans  tenir  compte 

de  l'inertie,  et,  d'après  ce  que  l'on  a  vu  précédemment, 
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sera  une  constante  pendant  toute  la  durée  du  choc.  Si  donc 

on  désigne  par  w^,  w'^  les  vitesses  angulaires         avant  et 

après  le  choc,  l'équation  (7)  donne,  en  intégrant  pour  toute 
la  durée  de  la  percussion, 

=  [l-^j]  ...... 

X  (I  -+-  a',  COtO.  -H. . .  .  +  a;_^cot0„_,      ^;,COt0„-+- p,.,COtÔ,.,)  JQ^ 

On  voit  ainsi  que  Teffet  du  choc  sur  l'équipage  est  le  même 
que  si  le  5'*'"'  engrenage,  étant  supposé  conîplétement  libre, 
avait  pour  moment  d'inertie 

,    ,  2{fz„...fx,_,)'A„(i-+-<cot9,-4-...-4-  fi;^cotO„...) 

(10) 


I   X  (i-+-a>.ot0,-h...H-a;_^cotO„_,  +  f;;^cot9„+...H--^;_^cot0,_,)| 

expression  que  l'on  pourra  simplifier  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  lorsque  les  pivots  auront  un  diamètre  assez  petit  pour 

que  Ton  puisse  négliger  les  rapports 

155.  Application  aux  engrenages  à  flancs.  —  Soient  t{^„, 
X«  les  angles  respectifs  que  forme  le  flanc  d'un  pignon  avec  la 
ligne  qui  joint  son  centre  à  celui  de  la  roue,  selon  que 
le  contact  se  trouve  au  delà  ou  en  deçà  de  cette  ligne;  4»'^, 
les  limites  maximum  de  ces  angles  qui  correspondent  aussi 
aux  arcs  de  retraite  et  d'approche.  Le  dernier  de  ces  angles 
sera  seul  supposé  suffisamment  petit  pour  qu'on  puisse,  sans 
erreur  sensible,  le  considérer  comme  égal  à  son  sinus  ou  à  sa 
tangente. 

On  a,  selon  l'un  ou  Tautre  cas. 

On  reconnaît  facilement  que,  au  delà  de  la  ligne  des  centres, 
on  a 

<  =  /(i-^.J,    ^;  =  o, 


{•!) 
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et  que,  en  deçà  de  la  même  ligne, 

a'=o,  6'=-/ll^. 

ru 

On  peut  donc  écrire 

a;^cote„=:(i-+-pJtang4/„, 

et  réqualion  (8)  devient  par  suite 

X  ["-+-/( I f*i  )  tang^!^,  --...-+-/( I  -4-  fz„.,  )  tang>p„_, 
-/(i-^-  f*«)  tangx«- . . .  f*,,.  )  tangx,.,  J 

X  [i-+-/(i -f-  fx, )  lang 4;, -4-/(1  -h )  tang4^„., 
-/(I-^PJ  langx„-...--/(i-f-^.,)  tangx,..,]. 

Nous  supposerons  dorénavant  que  Çu  a  été  calculé  comme 
on  Ta  indiqué  plus  haut,  mais  en  négligeant  le  frottement  y* 
et  en  supposant  que  le  contact  a  constamment  lieu  sur  la  ligne 
des  centres,  hypothèse  plausible,  en  raison  de  la  petitesse  de  Çu 
que  Ton  rend  ainsi  indépendant  des  arcs  d'approche  et  de  re- 
traite. 

Si  Ton  remarque  que  4*^  dépasse  généralement  pas  47  ou 
48  degrés,  on  peut  sans  grande  erreur  remplacer  tang  par 

— —, —  4^u;  en  posant 

TU 

et  remarquant  que,  par  hypothèse,  on  peut  écrire  Xu=  tang^u, 
il  vient 

X  [i  -^/(î     P.  )  tang^p,  -t- ...-+-/(!  -f-      )  tang^„_, 
('^^)  {  -/(i-4-pJtangx„-...-/(i-hfz,_Jx.-.] 
=  2:(Q'„-+-ry;)R„p„...p,_, 
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Si  Ton  remplace  qu  par  sa  valeur  calculée  ainsi  qu'on  l'a  dit 
plus  haut,  que  Ton  continue  à  négliger  le  carré  du  frottement, 
cette  équation  se  met  sous  la  forme 

Hu,  K„  étant  des  fonctions  des  forces  extérieures. 

156.  Discontinuité  dans  la  loi  du  mouvement.  —  Supposons 
que  l'angle  (pu  soit  mesuré  à  partir  deTinstant  où  la  prise  a  lieu 
sur  la  ligne  des  centres  entre  le  pignon  et  la  a'*'"*  roue,  et 
soit  m„  le  nombre  de  dents  qui  se  sont  succédé  depuis  cet 
instant  sur  la  ligne  des  centras  jusqu'au  contact  que  nous  con- 
sidérons actuellement.  On  a 

pour 

OU 

Au  delà  de  cette  limite,  ^^«  s'annule  et  Xu,  qui  était  nul,  prend 
brusquement  la  valeur  x„  et  suit  la  loi  exprimée  par 

(^)  x«= -  ; 

cet  angle  devient  nul  pour 

?u+i  =  (i-+-'''«)(fi.-+-xL)» 

et  alors  on  a 

^«  =       -  (n-  ^«)  (f,*  Xu)i 

pour 

^(  2  J       -f-  (  I       W  J  Xuy 

et  ainsi  de  suite. 

Le  second  membre  de  l'équation  (8)  est  donc  essentielle- 
ment discontinu,  et  si  les  forces      sont  continues,  les  accé- 

d^Os     d^Ou  1  j> 

lerations  angulaires        et       passeront  brusquement  d  une 

valeur  à  une  autre  lorsque  le  contact  cessera  entre  un  couple 
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de  dénis  pour  être  remplacé  par  la  prise  entre  les  dents  du 
couple  suivant. 

La  dififérence  entre  ces  deux  valeurs  successives  d'une  même 
accélération  angulaire  pourra,  dans  certains  moments,  devenir 
comparable  à  chacune  d'elles,  dans  un  train  composé  d'un 
nombre  suffisant  de  rouages,  lorsque  les  arcs  de  retraite  et 
d'approche  auront  des  valeurs  notables.  On  conçoit,  en  effet, 
qu'il  puisse  arriver  que,  à  des  époques  périodiques,  les  arcs  de 
retraite  atteignent  simultanément  leur  maximum;  les  termes 
en  a,^,  qui  seuls  existaient,  s'annulent  subitement  et  sont  rem- 
placés par  des  termes  en  [3',^,  de  signes  contraires  aux  précé- 
dents, dont  la  valeur  absolue  atteint  son  maximum  lorsque 
l'approche  commence.  On  atténuera  cette  discontinuité  en 
réduisant  les  arcs  de  retraite  et  d'approche,  et  même  en 
supprimant  ces  derniers  lorsque  Ton  pourra  se  contenter  de 
faire  commencer  la  prise  à  partir  de  la  ligne  des  centres. 

La  vitesse  angulaire        par  suite         restera  continue, 

mais  suivra  une  loi  différente,  lorsqu'un  couple  de  dents  pas- 
sera de  la  retraite  à  l'approche  et  inversement. 

Si  les  Qu  sont  constants  en  grandeur  et  en  direction,  les  coef- 
ficients H«  et  K„  seront  constants,  et  l'on  pourra,  après  avoir 
remplacé  ei/u  par  leurs  valeurs  {a)  et  (6),  intégrer  l'équa- 
tion (8)  en  la  multipliant  par  rfcpj,  ce  qui  donnera  la  vitesse  an- 

gulaire  et  l'on  en  déduira  la  valeur  du  temps  par  une  qua- 
drature. Mais  il  ne  faudra  appliquer  la  valeur  finale  ainsi 
obtenue  qu'à  des  déplacements  angulaires  suffisamment  petits 
pour  que,  dans  leur  intervalle,  le  contact  d'un  couple  de  dents, 
à  l'approche  ou  à  la  retraite,  ne  vienne  pas  à  cesser.  On  pourra 
ainsi  obtenir  les  valeurs  successives  de  t  de  proche  en  proche, 
et  par  suite  celles  de  cp«  en  fonction  de  t  au  moyen  d'une 
Table  résultant  du  calcul  précédent. 

157.  De  Vinjluence  du  frottement  sur  le  mécanisme  d'une 
montre,  —  Proposons-nous  de  déterminer  l'accélération  que 
prend  la  roue  d'échappement,  par  suite  de  la  déle^ite  du  res- 
sort moteur,  lorsque,  après  être  partie  du  repos  ou  du  léger 
recul  qu'on  lui  fait  subir,  elle  vient  rencontrer  l'échappe- 
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meni.  Nous  nous  reporterons  pour  cet  objet  au  n®  ikQ,  dont 
nous  conserverons  les  notations  en  y  supposant  s  =5. 

Les  engrenages  n'étant  jamais  lubrifiés,  nous  pourrons 
prendre /=  0,20  pour  les  coefficients  du  frottement  qu'ils 
développent  entre  eux. 

Le  coefficient  de  frottement/,  des  pivots  en  acier  sur  des 
trous  en  rubis  n'ayant  pas  été  déterminé,  nous  le  prendrons 
égal  à  0,16,  chiffre  un  peu  supérieur  à  celui  qui  s'applique  au 
cas  d'un  graissage  peu  entretenu,  afin  de  tenir  approximative- 
ment compte  de  la  résistance  due  à  la  viscosité  des  huiles,  et 
qui  augmente  à  mesure  qu'elles  vieillissent,  résistance  sur 
laquelle  on  n'a  aucune  donnée  expérimentale. 

Pour  ne  pas  compliquer  inutilement  nos  calculs  ;  1°  nous 
ferons  abstraction  de  l'inertie,  du  barillet  et  du  ressort  moteur, 
en  raison  de  leur  très-faible  vitesse  par  rapport  à  celle  de 
la  roue  d'échappement;  2°  nous  négligerons  de  la  même 
manière  l'inertie  du  système  des  minutes  et  des  heures; 
3**  nous  devrons  tenir  compte  de  l'inertie  de  la  première  et  de 
la  seconde  moyenne,  qui,  malgré  une  vitesse  de  rotation  bien 
moins  rapide,  donne  des  termes  du  même  ordre  de  grandeur 
que  l'inertie  de  la  roue  d'échappement,  dont  la  masse  cepen- 
dant est  très-faible;  4°  nous  considérerons  comme  négligeable 
le  frottement  du  canon  de  l'aiguille  des  heures,  attendu  qu'il  est 
réduit  à  peu  près  à  son  minimum,  et,  comme  nous  avons  fait 
la  même  hypothèse  relativement  à  l'inertie  du  système  des 
aiguilles,  il  s'ensuit  que  la  quote-part  de  la  force  motrice  qui 
met  en  mouvement  leur  système  peut  sans  inconvénient  être 
supposée  nulle  ;  5°  pour  nous  alFranchir  des  irrégularités 
brusques  signalées  au  n°  147,  et  qui  sont  d'ailleurs  atténuées 
notablement,  relativement  à  l'unité,  par  le  facteur/  dont  elles 
sont  affectées,  nous  remplacerons  chaque  groupe  de  termes, 
fonctions  des  arcs  d'approche  et  de  retraite,  par  la  demi- 
somme  des  valeurs  extrêmes.  Nous  supposerons  de  plus,  dans 
les  mêmes  termes,  les  coefficients  (n-  [Xu]  égaux  à  ce  qui 
revient  à  faire  abstraction  de  chacun  de  ces  coefficients  en 
augmentant  de  ~  la  valeur  de  /  qui  sera  ainsi  portée  à  0,22. 
En  opérant  ainsi,  on  n'altérera  pas  d'une  manière  appréciable 
le  résultat  final. 
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Cela  posé,  la  formule (12)  du  n°  155  donne 
(  Sr  [As(i  -H  /-s)  +  A,f*J (I    /- )  -f-  A.i^l (I  -H  Xg] 

'  P3  P« 7. (  I  Pi     f^3     (Q'  -+-  ^Ti)  Ri  (  I         )  • 


En  posant 

=  o, II  ( tang-y,  -H  tang^l^; tang};  4-  tang-yj, 
=  o,  1 1  (  tang-y,  tangf,  -h  tang^^;  -  tangx* ), 
A^=  o ,  1 1  ( tang-y,  -f-  tang^l^;  -  langx^  -  tang/4), 
=  o,  1 1  (tang^^',  -  tangx;  —  tangx'3  —  tangxU, 
=-  o,  ï  I  (tangx',  -h  tangx;     tangx'3  -+-  tang/4). 


La  valeur  de  chacun  de  ces  coefficients  sera  comprise  entre 
celles  qui  correspondent  aux  cas  extrêmes  dans  lesquels  les 
pignons  ont  six  et  douze  ailes,  ce  qui  suppose  d'une  part 
ij;'  =  45«,  x'=  et  de  l'autre  ^^=3o'',  x'=o.  On  trouve 
ainsi  que 

/-j  est  compris  entre    0,484  et  o,a54      moyenne  o,364 


/•^            )>  o,3oo  et  0,190  »  0,245 

/"a            »  0,161  et  0,128  »  0,145 

/^j            »  0,022  et  0,064  "  0,043 

»  —0,088  et  0,000  »  —0,044 


On  voit  que,  si  Ton  substitue  aux  valeurs  exactes  de  ces  coef- 
ficients leurs  valeurs  moyennes,  on  ne  commettra  que  des 
erreurs  dans  les  centièmes,  et  nous  ne  nous  proposons  pas 
d'obtenir  une  plus  grande  approximation. 

La  formule  (i)  devient  par  suite,  en  supprimant  dorénavant 
l'accent  de  la  lettre  q  pour  plus  de  simplicité, 

^  (i,4A,-+-i,2pîA,-t-i,ip^3fAjA3) 

-h  I  ,o3ii^ii,ii,q^^,^  o,95p,p3fx^tx,R,(Q',  -f- 7,). 

Pour  calculer  les  qu,  qui  sont  de  très-petites  quantités,  nous 
négligerons,  dans  l'évaluation  des  pressions  sur  les  axes,  les 
frottements,  nous  supposerons  que  le  contact  des  dents  a  lieu 
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constamment  sur  la  ligne  des  centres,  ce  qui  n'altérera  dans 
les  résultats  que  les  décimales  que  Ton  néglige,  et  nous  ferons 
abstraction  de  Tinertie  des  pièces.  Nous  obtiendrons  ainsi 

R,    ^    ^'R^Ra       *    R,  ^^'R,R3R, 

Les  pressions  sur  les  axes  Oi,...,  O5  seront  par  suite,  en  négli- 
geant devant  Tunité  le  rapport  du  rayon  d'un  pignon  à  celui 
de  la  roue. 

Soit  p«  le  rayon  des  tourillons  de  Taxe  Ou,  on  aura,  en  négli- 
geant le  cube  du  coefficient  de  frottemént/i  et  en  ne  considé- 
rant que  le  cas  où,  par  suite  de  la  position  verticale  du  chrono- 
mètre, il  n'y  a  pas  de  frottement  contre  les  épaulements, 

!7A=-/.P«P„  =  -o,i6p„P,. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  à  notre  formule  finale  et  en 
rendre  l'application  plus  facile,  nous  rappellerons  que  le  rap- 
port du  diamètre  d'un  pignon  à  celui  d'une  roue  quelconque 
de  l'engrenage  varie  entre  des  limites  très-restreintes;  et, 
comme  il  s'agit  ici  de  très-petites  quantités,  nous  pourrons  rem- 
placer, dans  les  trois  dernières  des  expressions  précédentes, 
les  coefficients  de  Q',  par  [i-^^iy  y^^^izi^i;  l'équation  (2)  de- 
vient par  suite 

-^'(l,4A,-hl,2pJA,-r-I,IfxJfxî  A3) 

^  [^'^^  ^  (^'^^  ^  ^'  -H  1,1  p3        I  ,^P4  I»3p,^ 

P.     ,  . 

Le  rapport  ^y-  étant  compris  entre  o  et  2,  nous  pourrons,  par 
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approximation,  le  remplacer  par  sa  valeur  moyenne.  De  plus, 
nous  pourrons,  sans  erreur  appréciable,  supposer  fJLt=j  dans 
les  termes  dépendant  du  frottement  des  pivots.  EnGn,  dans  le 
premier  membre,  nous  admettrons,  de  la  même  manière,  que 
les  deux  derniers  coefficients  numériques  sont  égaux  au  pre- 
mier. On  arrive  ainsi  à  la  formule 

Si  l'on  suppose 

^=0,08,    •^=o,o5,    5f=j[j=o>o'»  ^=o,oo5, 
ce  qui  est  un  cas  usuel,  on  trouve 

d'où,  pour  le  rapport  du  travail  produit  au  travail  moteur. 


=  0,59, 


de  sorte  que  le  frottement  absorbe  4i  pour  100  du  travail  mo- 
teur. 

Dans  les  montres  marines,  R,  doit  représenter  le  bras  de 
levier  variable  de  la  traction  exercée  par  la  chaîne  sur  la  fusée  ; 
mais  il  faut  tenir  compte  du  frottement  du  pivot  du  barillet 
dont  nous  désignerons  par  p,  le  rayon,  et  que  nous  calcule- 
rons en  admettant  que  la  pression  moyenne  soit  la  même  sur 
son  axe  et  celui  de  la  fusée;  le  rapport  moyen  de  Ri  au  rayon 
du  barillet  étant  pris  égal  à  |,  le  terme  relatif  au  frottement 
dont  il  est  question  se  déduira  du  terme  semblable  qui  se 
rapporte  à  la  fusée  en  y  changeant  fx,p,  en  ifx,p,.  D'autre  part, 
les.pignons  ayant  tous  douze  ailes,  au  lieu  des  moyennes  va- 
leurs de  ka,  il  convient  de  prendre  les  valeurs  inférieures; 


DU  MÉCANISME  DB  TRANSMISSION.  4^' 

on  obtient  ainsi 

Si  nous  admettons  les  données  ci-dessus,  en  remplaçant  R,  par 
la  moitié  du  rayon  du  barillet,  ce  qui  doublera  les  valeurs  des 

rapports  ^  donnés  plus  haut,  en  prenant  p',  =  p,,  on  trouve 

également  que  le  frottement  absorbe  pour  loo  du  travail 
moteur. 

158.  Du  choc  de  la  roue  d'échappement  et  de  V échappe- 
ment. —  Si  nous  représentons  par  Q'^  la  force  tangentielle  à  la 
circonférence  de  rayon  R&  équivalant  à  la  réaction  de  l'échap- 
pement sur  sa  roue,  la  formule  (2)  sera  remplacée  par  la  sui- 
vante : 

(i,4A,-+-i,2pJA,-f-i,ipJpîA3) 

I f*4 ^3 ^ o3 fx, 7, -h  o , 96 ^3 fz, 7, R 

On  trouverait,  comme  plus  haut  et  dans  la  même  hypothèse  de 
simpliGcation, 

n,  =  q;?^,  n3  =  q;?A,  n,=  q;5iM.s  N.  =  Q',Wi, 

4        VS  3        V5    ^^^^  ,  ^^^^^^  ^ 

et,  en  opérant  comme  au  numéro  précédent,  on  reconnaît  que 
Ton  a 

f7s^=-0,Il5Q'„     ry^R^  =  -o,Il5  2.S  y^R^=__o,Il5-^-, 

r4  r3r4 

(V  (Y 

Enfin,  si  Ton  donne  le  même  coefficient  numérique  i,4  ^  Ai 
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etÂi,  on  aura 

=  -C.R.  (.,4  -V  ..4  g;  I;  ^ ...  È;  -'.<>3     "  • 

Dans  le  cas  particulier  examiné  plus  haut,  cette  formule 
devient 

o,8o(A,  +  aîA,^fzîa»A3)  J^=-Q;R,; 

d'où,  en  désignant  par  &>  et  o)'  les  vitesses  angulaires  de  la 
roue  d'échappement  avant  et  après  le  choc 

o,8o{A,-^pîA,-^pt:pt5A3)(a,'-a,)  =  -/Q;R,^. 

On  voit  ainsi  que  l'effet  du  choc  sur  le  corps  de  rouages  est  le 
même  que  si  la  roue  d'échappement,  considérée  comme  libre 
autour  de  son  axe,  avait  pour  moment  d'inertie 

I  =  o,8o(A,-+-p}A,-+-fx;pîA3), 

qui  n'est  que  les  |  de  ce  qu'il  serait  s'il  n'y  avait  pas  de  frotte- 
ment. 


DES  RÉGULATEURS. 


CHAPITRE  IV. 

DES  RÉGULATEURS. 


159.  Généralités.  —  A  une  ou  deux  exceptions  près,  le  ré- 
gulateur d'un  chronomètre  est  en  principe  un  solide  animé, 
autour  d'un  axe  fixe,  d'un  mouvement  oscillatoire  isochrone. 
Si,  par  des  dispositions  spéciales  sur  lesquelles  nous  revien- 
drons plus  loin,  le  régulateur,  dans  chaque  oscillation  et  pen- 
dant un  temps  plus  ou  moins  long,  arrête  soit  une  fois,  soit  deux 
fois  le  dernier  organe  de  la  transmission  pour  le  rendre  libre 
ensuite,  que  les  arrêts  aient  toujours  lieu  pour  les  mêmes 
positions  du  régulateur,  le  mouvement  des  aiguilles  sera  in- 
termittent; mais,  leurs  périodes  de  repos  et  de  mouvement 
étant  respectivement  égales,  leur  mouvement  moyen  sera 
uniforme,  et  le  chronomètre  atteindra  le  but  proposé. 

La  condition  de  l'isochronisme  doit  être  remplie,  ou  du 
moins  à  très-peu  près,  selon  la  régularité  que  l'on  veut  obtenir 
dans  les  indications;  car  l'amplitude  des  oscillations  éprouve 
des  variations  par  suite  des  inégalités  de  la  force  motrice,  des 
frottements,  de  la  résistance  de  l'air  et  des  chocs  que  l'on  doit 
faire  recevoir  au  régulateur  de  la  part  du  dernier  organe  de  la 
transmission,  pour  compenser  plus  ou  moins  les  effets  des  ré- 
sistances ci-dessus  et  empêcher  qu'au  bout  d'un  certain  temps 
le  mouvement  oscillatoire  soit  anéanti. 

Le  pendule  à  faibles  écarts  remplit  d'une  manière  très- 
satisfaisante,  comme  régulateur,  les  conditions  ci-dessus  ;  mais 
il  ne  peut  être  appliqué  qu'aux  chronomètres  fixes. 

Dans  les  chronomètres  portatifs  ou  pouvant  occuper  di- 
verses positions  par  rapport  à  la  verticale,  on  est  obligé  d'avpir 
recours  à  un  véritable  volant,  obéissant  à  l'action  d'un  ressort 
dit  spiral  réglant,  dont  les  deux  extrémités  sont  respective- 
III.  28 
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ment  encastrées  dans  la  platine  et  le  régulateur,  ressort  qui 
doit  être  établi  de  manière  que,  abstraction  faite  des  résis- 
tances passives,  il  produise  l'isochronisme. 

Dans  les  montres  ordinaires  on  emploie  un  balancier  en 
laiton,  d'un  diamètre  généralement  égal  à  celui  du  barillet, 
et  le  réglage  s'obtient  en  essayant  plusieurs  spiraux  plus  ou 
moins  longs,  jusqu'au  moment  où  l'on  arrive  au  résultat 
voulu. 

Dans  les  montres  marines,  au  contraire,  on  se  donne  le  spiral 
Pour  régler  le  moment  d'inertie  du  balancier,  on  enfonce  de? 
vis  à  têtes  massives  dans  l'anneau  du  balancier,  qui  est  égale 
ment  une  donnée  ('). 

Qu'il  s'agisse  d'un  pendule  ou  d'un  balancier  de  chrono 
mètres  portatifs  ou  amovibles,  la  loi  du  mouvement  du  régu 
lateur,  toujours  abstraction  faite  des  résistances  passives,  s; 
tisfaisant  à  la  condition  de  l'isochronisme,  sera  déterminée  p; 
une  équation  de  la  forme 

k  étant  une  constante  connue,  B  l'angle  que  forme  la  distan 
à  l'axe  de  rotation  d'un  point  de  la  masse  avec  la  position 
ce  rayon  correspondant  au  maximun^  de  la  vitesse  angulai 
On  déduit  de  là 

[h]  0  =  M  cosX-^  -V-  Nsin/r, 

(c)  dt  '^^  X  {MsinX/  —  NcosXO, 

M  et  N  étant  deux  constantes  arbitraires  que  l'on  détermii 
d'après  les  conditions  initiales  du  mouvement. 

Ce  que  nous  avons  dit  pour  le  pendule  simple  ou  c 
posé  (n°*  2k  et  102  de  la  deuxième  Partie),  au  point  de 
des  résistances  du  frottement  sur  les  axes  et  de  l'air,  est  s 


(  '  )  Pour  la  compensation  des  pendules,  nous  renverrons  aux  Traités  d 
sique,  et,  pour  celle  des  balanciers  des  montres  marines,  au  Mémoire  de  M 
Villarceau,  inséré  au  tome  VII  des  Annales  de  l'Observatoire. 
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cable  aux  régulateurs  des  montres  marines  et  ordinaires,  et 
nous  nous  bornerons  à  rappeler  que,  si  elles  réduisent  les  am- 
plitudes, elles  n'atteignent  pas  Tisochronisme. 

160.  Des  différents  modes  de  suspension  adoptés  pour  le 
pendule.  — -  Suspension  à  couteau.  —  Cette  suspension, 
semblable  à  celle  des  fléaux  de  balances,  qui  a  été  très-em- 
ployée autrefois,  est  maintenant  presque  abandonnée  à  cause 
des  difficultés  d'exécution  et  de  conservation,  et  parce  que,  la 
position  du  couteau  dans  la  gouttière  n'étant  pas  rigoureuse- 
ment invariable,  le  pendule  n'oscille  pas  réellement  autour 
d'un  axe  fixe.  En  raison  des  faibles  écarts  du  pendule  de  part 
et  d'autre  de  la  verticale,  le  moment  du  frottement  du  cou- 
teau doit  être  considéré  comme  constant,  et,  d'après  ce  que 
l'on  a  dit  ci-dessus,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  occuper. 

Pour  régler  le  pendule  ou  pour  faire  subir  à  son  moment 
d'inertie  les  petites  variations  nécessaires  en  vue  d'arriver  à 
une  bonne  marche,  on  emploie  une  masse  additionnelle  ou 
curseur,  que  l'on  peut  fixer  par  une  vis  aux  différents  points 
du  prolongement  de  la  tige  au-dessus  de  la  masse  principale 
ou  lentille. 

2°  Suspension  par  un  fil  de  soie.  —  Celte  suspension  ne 
s'applique  qu'à  quelques  pendules  d'appartement.  Le  réglage 
s'obtient  en  modifiant  en  conséquence  la  longuemr  du  fil  de 
soie  au  moyen  d'un  mécanisme  très-simple  à  concevoir. 

3°  Suspension  à  lames ,  et  de  son  influence  sur  le  mouve- 
ment du  pendule.  —  Cette  suspension,  qui  est  la  plus  usitée, 
consiste  en  deux  lames  élastiques  identiques,  parallèles,  dont 
les  fibres  moyennes  sont  situées  dans  le  plan  d'oscillation, 
encaslrées  d'une  pari  dans  la  partie  supérieure  de  la  masse 
oscillante,  et  de  l'autre  dans  une  chape  ou  monture.  Cha- 
cune des  lames  traverse,  entre  la  chape  et  le  pendule,  une 
rainure  dont  la  largeur  est,  autant  que  possible,  strictement 
égale  à  leur  épaisseur.  Cette  rainure  détermine,  dans  le  mou- 
vement oscillatoire,  un  encastrement  des  lames  qui  sont  pla- 
cées à  une  faible  distance  l'une  de  l'autre  en  vue  d'éviter  les 
effets  de  torsion.  On  emploie  diverses  dispositions,  sur  les- 
quelles nous  n'insisterons  pas,  pour  faire  varier  la  longueur 

28. 
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de  la  portion  des  lames  comprise  entre  la  rainure  et  le  pen- 
dule que  l'on  règle  par  ce  moyen. 

Pour  éviter  des  effets  permanents  de  flexion  qui  seraient 
préjudiciables  à  la  marche  et  à  la  solidité  du  pendule,  on  fait 
en  sorte  que,  lorsqu'il  est  au  repos,  le  plan  moyen  des  deux 
lames  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  masse.  On  peut 
aussi  supposer  que  les  deux  lames  font  l'effet  d'une  seule 
dont  le  plan  moyen  coïncide  avec  le  précédent. 


A  l'encaslfemeni  de  suspension  ; 

AB  la  forme  recliligne  de  la  lame  fictive  quand  elle  est  au 
repos,  B  étant  l'encastrement  dans  la  masse  du  régulateur; 

AB,  la  forme  infléchie  de  la  fibre  moyenne  correspondant  à 
une  position  quelconque  du  pendule,  B,  étant  la  position 
que  prend  le  point  B; 

B  l'inclinaison  de  la  tangente  au  point  B,  de  AB,  sur  la  direc- 
tion kx  de  AB; 

Aj  la  perpendiculaire  en  A  à  A^; 

X,  y  les  coordonnées  d'un  point  m  de  AB,; 

a  le  moment  d'élasticité  de  la  lame; 

M  la  masse  du  corps  suspendu  à  la  lame; 

I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Taxe  horizontal  projeté 
en  B,  ou  B; 

/  la  distance  de  cet  axe  au  centre  de  gravité  G  de  M; 


Soient  {fig.  193) 


Fîg.  193. 
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£  la  longueur  de  la  lame  dont  le  rapport  à  /  est  une  petite 
fraction. 

Nous  négligerons  :  i**  les  termes  d'ordres  supérieurs  au 
troisième  en  0  et  e;  2<» l'allongement  delà  lame,  en  supposant 
AB  =  AB,,  de  sorte  que  BB,,  que  nous  désignerons  par/,  sera 
considéré  comme  perpendiculaire  à  kxy  et  que  la  vitesse  du 

point  B,  aura  pour  valeur       3*  la  masse,  relativement  très- 
faible,  de  la  lame. 
Le  mouvement  du  corps  peut  être  considéré  comme  se 

composant  d'une  translation  ^  parallèle  à  Aj  et  d'une  rota- 
tion autour  de  l'axe  projeté  en  Bi. 
Le  moment  du  poids  Mg-par  rapport  au  point  m  est 

-Mg^(/sine-4-/-j)  =  -^Ug{l9-^f-r). 

Le  moment  de  la  force  d'inertie,  due  au  mouvement  de 
translation  par  rapport  au  même  point,  est  • 

—  M^(/cose-i-e  — a:), 

ou  tout  simplement 

Le  moment  des  quantités  de  mouvement  dues  à  la  rotation 
par  rapport  au  point  m,  étant  du  premier  ordre,  peut  être 
considéré  comme  égal  au  même  moment  par  rapport  au 
point  B;  ce  qui  donne  pour  le  terme  correspondant  dû  à 
l'inertie 

dt' 

D'autre  part,  le  moment  des  forces  élastiques  développées 

d^Y  dy^ 
en  m  est  1^  jj;»       négligeant        devant  l'unité.  Il  vient 

donc 
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f—  V 

OU,  en  remarquant  que  •  ^     est  toujours  une  petite  fraction, 

^  cLk^  ^  lie  dt^ 

En  intégrant  cette  équation  par  rapport  à     en  se  rappelant 
rfr 

que  ^  =r  o  et  j  =  o  pour  a:  =  o,  on  trouve 


Comme  on  doit  avoir  ^  =  9,  X=f  pour  x  =  t,  on  trouve 


d'où 


p9  =  -£(Mg/9+M/^H-I^*) 


el  la  première  de  ces  équations  devient 


de             ,  M/s 
1h  

2 

On  voit  ainsi  que  Tisochronisme  subsiste  toujours,  mais 
que  la  durée  des  oscillations  est  modifiée  par  Télasticiié  de  la 
lame. 

Si  Ton  considère  le  pendule  comme  tournant  effectivemeni 
autour  d'un  axe  projeté  au  milieu  de  AB,  l'influence  de  Télas- 
ticiié  sera  représentée  par  le  terme  en  \l  de  l'expression  pré- 
cédente. 

La  longueur  du  pendule  synchrone  sera 

,  M/s 

I  H  

.  2 


'S 
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et  variera  plus  rapidement  avec  e  que  si,  la  lame  étant  rigide, 
le  pendule  oscillait  autour  de  Taxe  projeté  en  A;  de  sorte  que 
Ton  doit  arriver  au  réglage  par  des  variations  de  longueur  du 
pendule,  moindres  que  lors  des  suspensions  par  couteau  et 
lîl  de  soie. 

Si  6  =  0,  A  est  nul  ainsi  que  la  durée  des  oscillations,  ce  qui 
devait  être,  puisque  la  masse  M  est  invariablement  encastrée 
et  qu'elle  n'est  plus  susceptible  d'aucun  mouvement. 

161.  De  Vinjluence  des  chocs  dans  le  mouvement  d'un 
régulateur.  —  Comme  nous  Favons  déjà  dit,  on  s'arrange  de 
manière  que,  pendant  une  oscillation  du  régulateur,  le  der- 
nier organe  du  corps  de  rouages,  c'est-à-dire  la  roue  d'échap- 
pement, obéissant  à  l'action  de  la  force  motrice,  produise 
une  percussion  sur  un  appendice  faisant  corps  avec  le  ré- 
gulateur, pour  venir  en  compensation  des  effets  du  frotte- 
ment et  de  la  résistance  de  l'air;  ce  qui  nous  conduit  à  étu- 
dier les  effets  d'un  choc  sur  le  mouvement  oscillatoire  du 
balancier. 

a.  Hypothèse  d'une  percussion  pendant  une  oscillation, 
abstraction  faite  des  résistances  passives.  —  Il  nous  suffira 
évidemment  de  considérer  l'oscillation  dont  l'origine  corres- 
pond à  celle  du  temps. 

Soient 

—  a  la  valeur  initiale  de  l'angle  d'écart  Q; 
t'  le  temps  au  bout  duquel  le  choc  a  lieu; 

B'y  w'  les  valeurs  correspondantes  ^®  ^ 

On  a,  en  vertu  des  équations  (6)  et  (c)  du  n**  160, 

(i)  e'  =  —  X  cosX'/',   w'—  oLk  sinX/, 

Nous  rappellerons  que,  pendant  le  choc,  la  position  des 
éléments  matériels  des  corps  qui  se  rencontrent  ne  change 
pas  d'une  manière  appréciable;  que,  après  une  percussion,  la 
vitesse  angulaire  du  corps  choqué  supposé  mobile  autour 
d'un  axe  est  égale  à  celle  qu'il  avait  avant  le  choc,  multipliée 
par  un  coefficient  plus  grand  que  l'unité,  qui  ne  dépend  que 
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de  la  position  relative  des  corps  lors  du  choc,  et  que  nous  dé- 
terminerons plus  loin,  en  nous  occupant  des  échappements. 
Or  on  s'arrange  toujours  de  manière  que  la  position  relative 
des  corps  reste  constamment  ou  à  très-peu  près  la  mênae. 
D'autre  part  la  fusée  élimine  les  variations  de  la  force  motrice, 
ou,  quand  on  ne  l'emploie  pas,  l'intensité  de  celte  force  varie 
entre  des  limites  assez  restreintes  pour  que,  dans  le  calcul 
du  coefficient  dont  il  s'agit,  elle  puisse  être  considérée  comme 
constante  et  égale  à  sa  valeur  moyenne;  enûn,  par  la  force 
des  choses,  la  vitesse  angulaire  du  régulateur  ne  peut  éprou- 
ver que  de  faibles  variations;  de  sorte  qu'on  peut,  sans  grande 
erreur,  considérer  ce  coefficient  comme  constant. 

Nous  devons  donc  supposer,  dans  les  deux  équations  (6) 
et  (c)  du  n*»  160, 

e  =  0',   ^=(1-^  £)«'',   pour   t  =  t', 

c  étant  une  constante  que  nous  supposerons  très-petite.  Ces 
deux  conditions  permettent  de  déterminer  M  et  N.  et  l'équa- 
tion (6)  devient 


(2)  0  =  —  a(n-  E  sin'//")  cosXr  -+-  —  sinaX/'sinX/ 


2 


Soient  T  le  temps  qu'emploierait  le  balancier  à  exécuter 
une  oscillation  s'il  n'y  avait  pas  de  choc;  Ti  la  durée  réelle  de 
roscillaiion  que  nous  considérons,  ou  la  première  valeur  qui 
clB 

annule  la  valeur  de  ^  donnée  par  l'équation  précédente; 
nous  aurons 

,      ».n  sQ'sin/f' 
(3)  tang/T, 


Si  Q'  <  o,  on  a 
si  Q'  =  0,  on  a 
si  0'  >  o,  on  a 


/T,  <7i  ou  T,  <T; 
/•T,  :=7r  ou  T,  =:T; 
/•T,>7r   ou  T,>T; 


en  d'autres  termes,  le  choc  diminue  ou  augmente  ou  n'altère 
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pas  là  durée  de  V oscillation  selon  qu'il  se  produit  avant  ou 
après  le  milieu  de  Voscillation  ou  en  ce  milieu  lui-même. 

Pour  mieux  voir  de  quelle  manière  T,  varie  avec  0',  nous 
négligerons  le  carré  de  z,  et  nous  obtiendrons,  en  ayant  égard 
à  la  première  dés  équations  (i), 

r,  =  r(,.-Sii)  =  T(,.iï^/r|). 

Il  suit  de  là  que  le  maximum  et  le  minimum  de  T,  corres- 
pondent respectivement  à  Q'=i  et  à  0'  =  —  ^  c'est- 
à-dire  à  deux  positions  du  régulateur  symétriques  par  rapport 
à  sa  position  moyenne,  et  qu'ils  sont  compris  dans  la  formule 

Pour  trouver  Tamplitude  a»  de  la  demi-oscillation  descen- 
dante qui  suit  celle  que  nous  considérons,  il  suffit  de  poser 
/  =  T,  et  9  =  oc,,  dans  l'équation  (2),  ce  qui  donne,  en  ayant 
égard  à  la  relation  (3),  et  continuant  à  négliger  le  carré  de  e, 

a,  =  a(i-H  esin^X/'). 

Si  l'oscillation  suivante  ne  comporte  pas  de  choc  (comme 
dans  l'échappement  libre  à  ressort),  sa  durée  sera  T,  et  la  dif- 
férence T  —  T,  entre  les  durées  de  deux  oscillations  succes- 
sives ou  de  deux  6a/^eme/i/j  consécutifs  (•)  sera  du  premier 
ordre;  si,  au  contraire,  elle  est  accompagnée  d'un  choc  (échap- 
pements à  ancre  et  à  cylindre)  correspondant  très-sensible- 
ment aux  mêmes  valeurs  de  0'  et  e,  la  durée  Ta  de  cette  oscil- 
lation, qui  se  déduira  de  la  formule  (4)>  en  y  remplaçant  a 
par  ai,  ne  différera  de  T,  que  d'une  quantité  du  second  ordre, 
puisque  a  —  a,  est  du  premier  ordre,  et  la  différence  entre 


(*)  Le  bruit  sec  ou  battement  qui  se  produit  à  intenralles  é(;aux  dans  les 
chronomètres  n'est  pas  dû  aux  chocs  que  nous  étudions,  mais  à  celui  de  la  roue 
d'échappement ,  lorsque,  après  avoir  choqué  le  régulateur,  elle  perd  sa  force 
vive,  ainsi  que  celle  de  tout  le  corps  de  rouages,  en  butant  contre  l'arrêt  que 
l'on  appelle  repos. 
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les  durées  de  deux  battemenis  consécutifs  sera  du  second 
ordre  ('). 

6.  Hypothèse  d'un  choc  et  d'une  résistance  constante. — Au 
lieu  de  Téquation  (a)  du  n*»159,  nous  aurons  une  équation  de 

(3  étant  une  constante;  mais  on  voit  alors  que  les  formules 
relatives  au  cas  actuel  se  déduisent  de  celles  du  précédent, 
en  ajoutant  (3  à  0',  —  a,  a,  ;  on  obtient  ainsi 

,  ô'H_g=:_(a  — f)cosX-r', 
\  r      cifi'  -L.  r^.\ 

(5) 


(  a,  =(«-pj(i-Hsin'/r)— p. 


Si  Ton  s'arrange  de  manière  (fue  l'on  ait 

sm-Ât  =  

(a-  p)6 


(*)  Il  nous  a  paru  intéressant  d'examiner  l'hypothèse  de  deux  chocs  pen- 
dant une  même  oscillation,  quoiqu'elle  ne  se  présente  pas  en  horlogerie. 
Soient  t"  le  temps  au  bout  duquel  se  produit  le  nouveau  choc;  M",  N"  ce  que 
deviennent  M  et  N  après  ce  choc,  et  admettons  que  le  coefficient  «  ait  la  même 
valeur  pour  les  deux  chocs. 

En  faisant  le  même  raisonnement  que  dans  le  texte,  nous  aurons 

M  cos^f"-h  N  sin kt"=  M"  cosAf"-+-  N"  cos^f", 
( I     £  )  [—  M  sin  kt"  -h  N cos  kt"  ]  =  —  M"  sin  kt"  -h-  N"  cos  kt'' . 

Si  nous  désignons  par  T"  la  durée  de  l'oscillation,  nous  aurons,  en  ayant  égard 
aux  valeurs  de  M  et  N,  à  celles  que  l'on  déduit  pour  M"  et  et  négligeant  le 
carré  en  e, 

tanffAT"=  — •  =  (sin2/;'-i- sin  2yt^"  ), 

"  M"  2 

d'où 


T"=t|^i—  ^  (sin2Ai'-r-sin2^f")J. 


On  voit,  d'après  cela,  que  par  le  second  choc  on  peut  atténuer  l'influence  du 
premier  ou  la  rendre  du  second  ordre.  Il  suffit  pour  cela  que  les  deux  chocs 
aient  lieu  symétriquement  par  rapport  au  milieu  de  l'oscillation;  car  alors 
kt'  -\-ht"  ne  différera  de  tt  que  d'une  quantité  de  l'ordre  s,  et  par  suite  T"  —  T 
sera  du  second  ordre. 
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l'amplitude  des  oscillations  ne  .variera  pas,  et,  si  les  oscilla- 
tions successives  sont  accompagnées  chacune  d'un  choc  d'un 
côté  ou  de  l'autre,  mais  à  égale  distance  du  milieu,  leurs  du- 
rées seront  toutes  égales,  etle  chronomètre  atteindra  très-sen- 
siblement son  but. 

c.  Hypothèse  d'un  choc  et  d'une  résistance  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse,  —  Reportons-nous  aux  considérations 
du  n*»  24  (IP  Partie,  t.  1),  et  conservons  les  mêmes  notations. 
Nous  aurons 

 L  —  (a— la^/'v  COSX'/'  7-^  COSa//', 

^  w'  a^k'y 
-r  =  — |a*X-7  sin//'H  r-^  sinaXf'H- a sinA/. 

a"  i 

Un  écart  quelconque  après  le  choc  étant  désigné  par  0,  il  faut 
que  l'on  ait  pour  t  —  V 

Si  nous  posons,  comme  au  numéro  précité; 

nous  aurons,  en  substituant  dans  les  formules  précédentesf 
et  identifiant  les  termes  semblables  en  y,  et  faisant  /  =  t\ 

(a)  60=  — acosXï',  =  a(n-e)sin^r', 

I  e,=:a=A-(—^-+-|cosA-/'  — IcosaXr'), 
i  -  ^  =  (i  -h  g)       [—  2  sinXf'-i-  sinîAr), 

(V)  e/=o,  §  =  0. 

Il  est  évident  que  0o  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de  0  dans 
l'hypothèse  y  =  o,  et  que  sa  valeur  est  fournie  par  l'équa- 
tion (2),  soit 

(  7  )  0^  =  _  a(n-  Ê  sin'/*r')  cos/-;  -h  ^  sÀnikt!  siuX/. 


Les  conditions,  (y)  jointes  à  la  troisième  des  équations  (8)  du 
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24  de  la  première  Partie,  donnent  6^=  o;  il  ne  nous  reste 
donc  qu'à  déterminer  0,  au  moyen  de  la  deuxième  de  ces 
mêmes  équations,  qui  devient,  en  vertu  de  la  formule  (7)  et  ' 
de  l'approximation  adoptée, 

=  —  A'  1 9,    ^  [(  I    2  e  sin'/r'  )  —  (  i     2  s  sm^Af)  cos  2  /  /  h-  e  sin  2     sin  2  k]  ji 

équation  dont  IMntégrale  générale  est 
9,  =  M'cos//-4-N'sin/-r 

H  ^     —  (l-h  2£Sin*/7  )   cos 2 A*/ H   Sin2A7  , 

M'  et  N'  étant  des  constantes  déterminées  par  les  conditions  ((3) 
qui  donnent 

M  '  =  f   X-  (  I  -4-  s  sin^  /  /'  ) ,   N  '  =  j    P  sin    sin^*  ^'  • 
11  vient  donc 

1  -  =  cosX7(— n-2sin'X/'-+-|aA-27-+-|aX='vssin'Xr) 
(8)  I       -f-ssinX/  ^— ^—  -+-AaX'y  sinX/'sin'^^     i7(i_H2c  sinUV) 
f  ^  (i-f-  2s  sinX/')  cosiX^'n  ^  sin 2 Xy' sin 2X7, 

d'où 

I 

—  —  =  —  sinX^(  — I— £sin^X7'-hfaX^7-4-|aX'72sin^XYM 
OL^  de  ^  .  3      /     3      /  / 

'  -t-ecosXrf —  h^aX'7  sinX/'sm' Y  ) 

—  jaX^7(n-2£  sin^X/')sin2Xï  4-  ^£7aX'sin2XY'cos2X-/. 

Pour  trouver  la  durée  ïi  de  l'oscillation,  ou  la  première  des 
valeurs  de  t  qui  annule  ^5  il  suffit  de  poser 
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X  étant  une  quantité  du  premier  ordre,  et  en  opérant  ainsi  on 
trouve 

(lo)      T,=:T|h-  ^  [{i-£sin'^f')sin2Xr-f-fa/'7sinXY']|. 

A  l'examen  de  cette  formule,  on  reconnaît  que  la  résistance  de 
Tair  ne  modifie  pas  les  conclusions  du  premier  cas  examiné. 

Enfln  les  formules  (8)  et  (lo)  donnent  pour  la  valeur  de  la 
demi-oscillation  suivante  ux 

a,  =  a(n-s  sin^/'/'— ^aX^7  —la.k'-'^i). 

Si  Ton  fait  intervenir  le  choc  dans  des  conditions  telles  que 
Ton  ait 

ce  qui  sera  toujours  possible  lorsque  e  sera  supérieur  à  ja/r'y, 
les  amplitudes  successives  n'éprouveront  que  des  variations 
du  second  ordre  et  par  conséquent  très-petites. 

d.  De  Vinjluence  du  choc  en  tenant  compte  simultanément 
des  deux  résistances.  —  Les  formules  relatives  au  cas  général 
s'obtiendront  en  retranchant  (3  de  0  et  —  a,  et  comme  dans  la 
formule  (lo)  a  n'entre  que  dans  un  terme  du  second  ordre,  il 
s'ensuit  que  la  résistance  constante  ne  modifie  pas  la  durée 
de  l'oscillation  résultant  de  l'hypothèse  d'un  choc  et  de  la  ré- 
sistance proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse,  aux  termes  du 
troisième  ordre  près. 

En  résumé  :  i**  lorsqu'un  choc  intervient  pendant  une  os- 
cillation, la  durée  de  l'amplitude  du  balancier  éprouve  des  va- 
riations du  premier  et  du  second  ordre,  et  la  variation  du 
premier  ordre  de  l'amplitude  vient  plus  ou  moins  en  compen- 
sation des  effets  des  résistances  passives. 

HP  Si^chaque  oscillation  est  accompagnée  d'un  choc,  la  diffé- 
rence entre  deux  battements  consécutifs  est  du  second  ordre. 

3**  La  suspension  à  lames  du  pendule  n'altère  pas  l'isochro- 
nisme,  mais  modifie  la  longueur  du  pendule  synchrone. 

162.  Du  pendule  conique. 

Lemme.  —  Un  pendule  conique  formé  d'un  corps  homogène 


I 
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%  de  révolution  dont  le  point  fixe  se  trouve  sur  l'axe  se  meut 

suivant  la  même  loi  que  le  pendule  syjichrone. 

Il  est  clair  que  la  solution  du  problème  du  pendule  co- 
nique composé  se  trouve  dans  les  formules  (3)  et  (4)  du  n**  110 
de  la  deuxième  Partie  (t.  I,  p.  357)  en  y  supposant  n  =  o,  ce 
qui  donne 


(2)  r=  \J         (cosO„-cosÔ)-t-r--f-^J-h^;  ^rj^. 

Si  Ton  désigne  par  1  la  longueur  du  pendule  synchrone  déter- 
minée par  la  relation 


réquation  (2)  devient 

Les  équations  (i)  et  (t!)  ne  sont  autre  chose  que  celles 
qui  caractérisent  le  mouvement  du  pendule  synchrone,  ce 
qu'il  fallait  établir. 

Si  donc  Taxe  d'un  pendule  composé  reste  peu  incliné  sur 
la  verticale  de  suspension,  son  extrémité  décrit  (n°  27  de  la 
deuxième  Partie)  en  projection  horizontale  une  ellipse  dont 
le  centre  est  la  trace  de  la  verticale  ci-dessus  et  dont  le  plan 
est  animé  d'une  rotation  uniforme  dans  le  sens  du  mouve- 
ment, et  de  plus  la  durée  du  retour  à  un  sommet  est  indépen- 
dante des  écarts  maximum  et  minimum,  aux  termes  du  second 
ordre  près. 

Faisons  d'abord  abstraction  du  mouvement  tournant  de 
Tellipse;  le  pendule  pourra  régler  un  chronomètre  fixe  sans 
échappement,  en  engageant  son  extrémité  dans  une  coulisse 
horizontale  mobile  autour  de  la  verticale  de  suspension  et 
mise  en  mouvement  par  le  corps  de  rouages  ;  car  Taxe  de  figure 
du  pendule  mettra  un  temps  très-sensiblement  indépendant  des 
écarts  maximum  et  minimum  pour  revenir  dans  le  même  plan 
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azimutal,  el  la  coulisse  sera  animée  d'un  mouvemenl  de  ro- 
tation périodique. 

Mais  les  choses  ne  peuvent  se  passer  ainsi,  en  raison  de  la 
rotation  de  Tellipse  qui  dépend  d'ailleurs  des  écarts  maximum 
et  minimum;  le  mouvement  de  la  coulisse  n'est  pas  par  suite 
rigoureusement  périodique,  d'où  une  cause  d'inégalités  dans 
la  marche  du  chronomètre. 

On  doit  donc  rejeter  l'emploi  du  pendule  conique  pour  les 
chronomètres  qui  doivent  avoir  un  certain  caractère  de  préci- 
sion. 

163.  Influence  de  la  suspension  à  lames  sur  le  pendule  co- 
nique.— Le  mode  de  suspension  des  balanciers  coniques  des 
pendules  consiste  en  deux  systèmes  rectangulaires  verticaux, 
et  identiques  aux  appareils  de  suspension  à  lames  employés 
pour  les  balanciers  oscillatoires  (161  ),  c'est-à-dire  qu'ils  sont 
formés  chacun  de  deux  lames  flexibles  en  acier  de  même  lon- 
gueur, maintenues  parallèlement  el  invariablement  dans  leur 
plan  par  leurs  extrémités. 

La  monture  supérieure  de  l'un  des  systèmes  est  fixe;  la 
monture  inférieure  supporte  la  monture  supérieure  du  second, 
qui  est  disposée  de  telle  sorte  que  les  extrémités  supérieures, 
comme  les  extrémités  inférieures,  des  quatre  lames  soient  si- 
tuées dans  un  même  plan  horizontal;  lorsque  le  pendule  est  au 
repos,  la  monture  inférieure  du  deuxième  système  fait  corps 
avec  la  tige  du  balancier,  dont  la  partie  essentielle  est  une 
sphère  pesante  qui  termine  celte  lige. 

Si  nous  laissons  de  côté  les  impossibilités  physiques  du 
mouvemenl  et  si  nous  supposons  que  ces  lames  sont  immaté- 
rielles, tout  en  leur  conservant  leurs  propriétés  élastiques, 
nous  pourrons  dire  que  la  suspension  produit  le  même  effet 
que  si  elle  était  composée  de  deux  lames  identiques,  d'une 
largeur  double  des  lames  réelles,  mais  de  même  longueur  et 
de  même  épaisseur,  disposées  reclangulairemeni  l'une  dans 
l'axe  de  figure  de  l'autre.  L'une  de  ces  lames  fictives  est  en- 
castrée invariablement  à  sa  partie  supérieure;  Tencastremeni 
de  l'autre  se  trouve  sur  la  tangente  à  Textrémiié  de  la  pré- 
cédente, à  une  distance  du  point  de  contact  égale  à  la  Ion- 
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gueur  des  lames.  L'axe  de.  figure  du  balancier  sera  ainsi  : 
posé  tangent  à  i'extrémilé  supérieure  de  la  deuxième  h 
Nous  supposerons  de  plus  {Jlg.  194)  que  les  lames  soni 
duites  à  leurs  axes  de  symétrie. 


0  le  point  d'encastrement  delà  première  lame; 
ox  sa  verticale; 

foy  l'horizontale  menée  par  le  point  o  dans  le  plan  d'osé 

tion  de  la  lame; 
oz  la  perpendiculaire  en  o  au  plan  xoy,  déterminant  ave» 

le  plan  d'oscillation  de  la  deuxième  lame; 

1  la  longueur  des  lames,  censée  très-petite  par  rapport  à  la 
gueur  du  balancier; 

oa  la  forme  que  prend  à  un  instant  quelconque  la  lame  ei: 
trée  en  o  ; 

a  l'angle  formé  par  la  tangente  at  en  a  supposé  assez  j 
pour  qu'on  puisse  en  négliger  les  puissances  supérieui 
la  première; 

at  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  ^ur  ot;  on  po 


Soient 


Fig.  194. 
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supposer  oa=  at  =  1;  le  poini  t  devra  alors  être  consi- 
déré comme  cianl  Texlrémiié  supérieure  de  la  deuxième 
lame  qui  affecte  une  forme  tm  tangente  en  ^  à  a/,  dans  un 
plan  mené  suivant  cette  dernière  direction  perpendiculai- 
rement au  plan  yox; 
(3  l'angle  formé  par  la  tangente  en  m,  ou  par  la  direction  mG 
de  la  tige  du  pendule,  avec  at; 

0  la  projection  du  point  a  sur  ox; 

n  =  aO,  z  =:ma  les  coordonnées  du  point  m  respectivement 
parallèles  à  oy  et  oz; 

1  la  distance  du  centre  de  gravité  G  du  pendule  au  point  m; 
M  la  masse  du  pendule; 

A  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Tun  quelconque  des 
axes  principaux  perpendiculaires  en  ma  mG; 

E  le  coefficient  d'élasticité  des  lames; 

I  le  moment  d'inertie  de  leur  section  par  rapport  à  la  paral- 
lèle au  long  côté  menée  par  son  centre  de  gravité; 

|x  la  masse  du  système  rigide  formé  par  la  monture  inférieure 
de  la  lame  encastrée  en  o  et  la  monture  supérieure  de  la 
deuxième  lame  ; 

g  le  centre  de  gravité  de  ce  système  que  Ton  peut  supposer 
placé  au  milieu  de  at; 

<p  l'angle  formé  par  la  tige  mG  du  pendule  avec  la  verticale; 

B  l'angle  compris  sous  le  plan  vertical  passant  paroG  et  le 
plan  zox. 

Les  angles  a  et  (3  sont  évidemment  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  (p.  L'ordonnée  tli  =  o^.sina  du  point  t  parallèle  à  oj; 
est  négligeable.  Quant  à  son  ordonnée  —  oh  parallèle  à  o/, 
elle  est  donnée  par 

(i)  —      =  —  («/ sina  — flO)  =  yj  —  >a, 

et  celle  oj  de  g  par 

Menons  par  le  point  m  la  verticale  mp,  la  parallèle  m/,  à  at,  et 
soit  mr  le  prolongement  de  anty  que  l'on  peut  considérer 
comme  parallèle  à  oz.  Les  angles  /imr,  pmr  étant  droits, 

III.  99 


45o  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  IV. 

l'angle  dièdre  mr  de  Tangle  irlèdre  formé  par  les  droites  m  G, 
mpy  mr  est  égal  à  a;  et  l'on  a  dans  ce  même  angle  trièdre 

COS«ï>  =  COSP  CCS  a,    d'où    (j>'  =  a'  -4-  P*, 

sinp  =  sinç  cosô   ou   p  =  ç  cos  ô; 

on  tire  de  là 

(3)  p=<ï>cos9,   a  =  <j)smO. 

Comme  ^  est  une  petite  fraction,  nous  pourrons  négliger 

le  terme  de  l'ordre  des  quantités  ~>  ^• 

Soient  01^X9  ^»  les  moments,  par  rapport  aux  parallèles 
aux  axes  oxy  oy^  ozy  menées  par  le  point  m,  du  poids  et  de  la 
force  d'inertie  du  pendule;  X,  Y,  Z  les  composantes  des 
mêmes  forces  parallèles  à  ces  axes. 

Le  moment,  par  rapport  au  point  j^]  de  la  lame  oa^  du 
poids  et  de  l'inertie  du  pendule  est 

31t,  +  Y(>-x)-X(>,-j); 

mais  on  peut  négliger  dans  X  la  composante  de  la  force 
d'inertie  qui  est  de  l'ordre  <p  et  supposer  X  =  Mg*.  La  masse  /x 
ne  donnera  aussi  que  le  moment 

car  sa  force  d'inertie  est  du  second  ordre  en  a  et  X.  On  a  donc 

avec  les  conditions  j  =  o,  -^  =  0  pour  x  =  o. 
Si  Ton  néglige  d'abord  les  termes  en  À,  on  a 

el  pour  a?  =  X,  eu  égard  à  la  seconde  des  relations  (3), 
EI>3=-Dlt„   EIa=EI^sinO  =  )^0lL,; 
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d*où,  par  rélimînation  de  au  moyen  de  la  seconde  de  ces 
dernières  formules 

7î  =  -ysin©,  j=~ç^nO, 

et  enfin 

En  portant  ces  valeurs  dans  Téquation  (4)9  nous  ne  ferons 
que  nous  conformer  au  mode  d'approximation  adopté  et  nous 
aurons 

mg  =  înt.  +  Y  (X  _  .)  +  ^     (M -M>} 

En  intégrant  successivement  entre  les  limites  ^  =  0  et 
x  =  \  on  trouve 

EI>3  =  3fn^^  ^  ^  ^  -h  ^(j»  sinO  ^  (fx -  5M). 


Pour  l'autre  lame,  nous  aurons 


El  ^  =  -  ^riL,  +  Z -  X)  -  Mg^U- z), 


avec  les  conditions  z  =  o,  ^  =  0  pour  ^  =r  o,  et  avec  les  va 
dz 

leurs  z==Ç,  ^  =  p  pour  ^  =  X.  En  opérant  de  la  même  ma- 
nière que  plus  haut,  on  trouve 

Des  deux  premières  des  équations  (5)  et  (6)  on  tire 


/El     Uff'k      tiffl  .  ,A 


=  31L.sinô--aiL^cosô-h  ~  (Y  sinô-i-Zcosô), 
—  ^  g^^Y  sinO  CO80  =  DÏL.  cosO  -h  DÏLy. sinO     ^  ( YcosO  —  Z  sin e). 

29- 
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Cela  posé,  soient 

mq  la  parallèle  à  oy,  menée  par  le  point  m; 

mr'  la  irace  du  plan  vertical  Gmp  qui  renferme  l'axe  du  pen- 
dule, sur  le  plan  qmr; 

mq'  la  perpendiculaire  en  m  au  plan  Gm/>; 

DÎL^,  OIL,^  les  moments  par  rapport  a  mg',  mr' des  forces  d'iner- 
tie du  pendule; 

Y',  Z'  les  composantes  de  ces  forces  suivant  ces  deux  direc- 
tions. 

Le  moment  du  poids  du  pendule  par  rapport  à  mq'  étant 
—  M^/<p,  les  formules  ci-dessus  deviennent 

j  ,       ^  M^/  -        -       sin^e)  =^,^\  Z', 

(  7  ) 

/_fi|^sin9cos©  =  31L>--Y', 
l        b  '^2 

Si  nous  négligeons  les  termes  en  1  et  fz,  les  équations  (7) 
deviennent 

et  sont  les  mêmes  que  si  le  pendule  tournait  librement  au- 
tour du  point  m  considéré  comme  fixe,  en  supposant  que  son 

El 

poids  se  trouve  augmenté  suspension  n'altère  donc 

pas  Tisochronisme  des  révolutions  et  Ton  a  pour  la  durée  de 
chacune  d'elles   

d'où  l'on  déduit  les  mêmes  conséquences  que  pour  le  pen- 
dule ordinaire.  Les  formules  (5)  et  (6)  donnent,  au  degré  d'ap- 
proximation convenu,  par  l'élimination  de  ^2  et  dï^y^ 

>  .      A  V  ^ 

>7  =  -  ©smô,  -çcosô: 


d'où  l'on  déduit  facilement  que  la  direction  de  la  tige  ren- 
contre la  verticale  du  point  fixe  en  un  point  situé  à  la  dis- 
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tance  ^  de  ce  dernier,  et  qui  est  par  conséquent  le  centre 

de  gravité  du  système  des  quatre  lames. 

Nous  nous  arrêterons  à  celle  approximation;  si  Ton  voulait 
la  pousser  plus  loin  il  faudrait  remplacer  31^^^,  DTly,  Y',  Z'  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  cp  et  0,  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières et  secondes  par  rapport  au  temps. 

164.  Modérateur  à  ailettes.  —  Nous  ne  ferons  que  men- 
tionner le  modérateur  à  ailettes,  exclusivement  employé  dans 
les  sonneries  des  chronomètres  et  dont  il  a  été  question  au 
n"  125.  Comme  nous  Tavons  déjà  fait  remarquer,  ce  régula- 
teur offre  Tinconvénient  d'absorber  un  travail  moteur  consi- 
dérable, comparativement  au  résultat  que  Ton  veut  obtenir, 
et  d'acquérir  une  vitesse  qui  dépend  de  l'intensité  de  la  force 
motrice;  mais  cet  inconvénient  n'est  pas  sérieux  pour  les 
sonneries  qui  ne  fonctionnent  en  totalité,  dans  une  journée, 
que  pendant  un  temps  très-restreint  et  pour  lesquelles  une 
grande  régularité  de  mouvement  n'est  pas  de  première  né- 
cessité. 
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QUATRIÈME  PARTIE.  —  CflAPlTRE  V. 


CHAPITRE  V, 

DU  RESSORT  SPIRAL. 


165.  Le  ressort  spiral  est  une  lame  d'acier  à  section  rec- 
tangulaire, encastrée  d'une  part  dans  la  virole  du  balancier  et 
de  l'autre  à  la  platine. 

Dans  les  montres  ordinaires»  la  libre  moyenne,  qui  a  une 
forme  spiraloYde,  est  comprise  dans  un  plan  parallèle  à  la  pla- 
tine à  laquelle  le  ressort  est  fixé  par  son  extrémité  extérieure. 
Les  ressorts  de  cette  forme  ont  reçu  le  nom  de  spiral  plat.  Il 
va  sans  dire  que  le  long  côté  de  la  section  du  spiral  est  per- 
pendiculaire à  la  platine. 

Dans  les  montres  soignées  (Jig.  196)  le  système  de  spires 


Fig.  195. 


se  raccorde  avec  une  courbe  qui  ramène  l'encastrement  dans 
la  région  diamétralement  opposée  à  celle  du  point  de  raccor- 
dement. 

Le  ressort  réglant  des  montres  marines,  appelé  spiral  cylin- 
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drique,  est  formé  {Jig.  196),  à  Tétat  naturel,  de  spires  hélicoï- 
dales se  raccordant  avec  deux  courbes  qui  ramènent  les  extré- 


Fig.  196. 


mités  de  la  lame  vers  l'axe  pour  s'encastrer  respectivement 
dans  la  platine  et  le  balancier.  Le  pas  de  Thélice  est  très- 
faible  et  le  long  côté  de  la  section  normale  de  la  lame  est  nor- 
mal à  la  courbe.  Les  deux  encastrements  se  trouvent  à  égale 
distance  de  Taxe  du  balancier  qui  est  en  même  temps  celui 
de  rhélice;  les  deux  courbes  de  raccordement,  qui  peuvent 
être  considérées  comme  situées  dans  des  plans  parallèles  à 
celui  de  la  platine,  font  des  angles  égaux,  mais  en  sens  con- 
traire, avec  les  rayons  menés  à  leurs  extrémités  ;  de  plus,  en 
projection  sur  le  plan  de  la  platine,  ces  lames  sont  symétriques 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  rayons  ci- 
dessus. 

£n  raison  du  faible  pas  de  l'hélice,  nous  pourrons  considé- 
rer chaque  spire  comme  un  cercle  dont  le  plan  est  parallèle  à 
celui  de  la  platine. 

Le  spiral  cylindrique  est  le  seul  que  l'on  puisse  rendre  iso- 
chrone dans  des  limites  très-étendues  de  l'amplitude  des  os- 
cillations ou  vibrations  du  balancier.  Nous  nous  en  occupe- 
rons en  premier  lieu  en  reproduisant  en  substance  les  belles 
recherches  de  M.  Phillips  sur  ce  sujet. 
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166.  Spiral  cylindrique.  —  Proposons-nous  de  déterminer 
les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  courbes  de 
raccordement  pour  que,  dans  une  position  quelconque  du  ba- 
lancier: I**  les  réactions  de  chacun  des  encastrements  sur  la 
lame  se  réduisent  à  un  couple;  2**  les  parties  primitivement 
hélicoïdales  de  la  fibre  moyenne  restent  sur  un  cylindre  ayant 
pour  axe  celui  du  balancier,  ce  qui  a  pour  conséquence  de 
rendre  constamment  symétriques  les  deux  courbes  de  raccor- 
dement par  rapport  à  la  bissectrice  de  Tangle  des  rayons  me- 
nés aux  encastrements. 


3Tb  le  moment  du  couple  produit  par  chacun  des  encastre- 
ments; 

|tx  le  moment  d'élasticité  de  la  lame; 

L  la  longueur  totale  du  ressort; 

/  celle  de  chacune  des  courbes  de  raccordement; 

o  la  trace  de  Taxe  du  balancier; 

A'  l'encastrement  fixe; 

A"  le  point  où,  à  un  instant  quelconque,  la  courbe  partant 

de  A'  se  raccorde  avec  les  spires. 
s  une  longueur  d'arc  quelconque  du  ressort  mesuré  à  partir 

du  point  A'  ; 

po,  p  les  rayons  de  courbure  au  point  de  la  fibre  invariable 


Soient  [fig.  197) 


Fiff.  197. 
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correspondant  à  cet  arc  lorsque  le  ressort  est  à  Tétat  natu- 
rel et  qu'il  est  déformé; 
a  la  distance  A'o. 

Nous  prendrons  la  direction  de  A'o  pour  celle  de  Taxe 
des  X,  A'  étant  censé  situé  sur  la  partie  négative  de  cet  axe, 
et  nous  désignerons  par      Q  les  inclinaisons  de  po,  p  sur  ox. 

Nous  aurons 


Comme  p»  est  constant  pour  Thélice,  il  en  est  de  même  de  p 
et  la  courbe  reste  ainsi  une  hélice  en  se  déformant.  Cette 
équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante: 

d'où 

(c)  ^-^=^s. 

Si  a  est  l'écart  du  balancier  ou  la  valeur  de  6  —  pour 
s  =  L,  nous  aurons 

Le  moment  du  couple  qui  sollicite  le  balancier  étant  pro- 
portionnel à  l'angle  d'écart,  le  mouvement  de  cette  pièce  sera 
isochrone  et,  en  appelant  A  son  moment  d'inertie,  la  durée 
d'une  oscillation  sera   

T=  7T4  /  

V 

Nous  supposerons  dorénavant  que  les  lettres  p,  9,  s  se  rap- 
portent uniquement  à  un  point  quelconque  m  de  la  courbe 
A' A",  en  employant  la  lettre  r  pour  désigner  le  rayon  de 
courbure  de  la  partie  hélicoïdale. 

Les  équations  (a),  (6)  donnent,  en  ayant  égard  à  la  va- 
leur (rf)  de 


p  = 

I- 
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Comme  les  rapports  ?»  Ç^j  f  sont  toujours  très-petits,  il  en 

Li     Li  Li 

est  de  même  de  leurs  produits  par  a,  quand  même  cet  angle 
est  supérieur  à  tt,  et  nous  pouvons  ainsi,  sans  inconvénient,  né- 
gliger, devant  l'unité,  les  secondes  puissances  de  ces  produits, 
ce  qui  nous  donne 

(0  ^= '•.('-¥> 

w  p=p.('-¥) 

et 

j  sinô  =  sinô^  h-  cosOj  ~; 


(3 


I  eosO=  sinô. 


Soient  maintenant  c,  &  les  centres  de  courbure  aux  points 
m,  m'  infiniment  voisins  de  la  courbe  A' A'';  ^,73  et  ^-f-rfÇ, 
Yi-i-  dm  les  coordonnées  de  ces  points  parallèles  à  0^  et  à  sa 
perpendiculaire  Oj.  Nous  avons  ce'  =  dpy  et  la  figure  donne 

d^  =  —  dp  COSÔ,    dn  —  '-dp  sinô. 

Si  nous  affectons  respectivement  d'un  accent  et  de  deux  ac- 
cents les  lettres  qui  se  rapportent  aux  points  A'  et  A",  nous 
aurons,  en  intégrant, 

J^^  ^  cosBds,   n"-  ^'--=-f^  %  sinôûf^. 

I  dQ 

Si  Ton  intègre  par  parties  en  se  rappelant  que  -  =  on 
trouve 

l"  =    -p''cos0"-f-  p'cosQ^-  sinBds. 
"  =W  —  p^sinô"  -h  p'sinô'  -f  j  cosBds. 


Soient  C  et  C"  les  centres  de  courbure  de  la  courbe  en  A',  A'', 
le  second  de  ces  points  devant  se  trouver  sur  o A",  en  vertu  de 
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la  seconde  des  conditions  que  nous  nous  sommes  imposées. 
En  supposant  que  le  point  m  se  déplace  sur  la  courbe  en  se 
rapprochant  du  point  A',  on  reconnaît  que  Tangle  Q'  est  l'angle 
négatif  formé  avec  0^  par  le  prolongement  A'C  au  delà  du 
point  k\  et  la  figure  donne 

(e)  5'=-p'cos9'-«,  >3'=-p'sin0', 

(/)  r=  (/•-p'')cos0',  >î''=(r-p'')sinô". 

Les  équations (4)  deviennent,  par  la  substitution  de  ces  va- 
leurs, 


(5) 


|rcos0"^-«  =  —  J  sinôr/^, 
I  rsin 6"=  Ç  cosQ ds. 


Telles  sont  les  conditions  qui  doivent  être  satisfaites,  quel 
que  soit  l'angle  a;  si  l'on  y  substitue  les  valeurs  données  par 
les  formules  (i)  et  (3)  en  continuant  l'approximation  adoptée, 
puis  que  l'on  égale  à  zéro  le  terme  constant  et  le  coefficient 
de  a,  on  trouve 

(6)  J*  8in0o^^=  —    cosôî  —  fl, 

(7)  y*  cos0,r/y  = /oSin^Éi^, 

(8)  y  cosQ^sds  =  rlcos^^-^rjsin^^, 

(9)  y*  sln9^sds  =  rls\n&l  —  lr^cos^„. 

Si  l'on  désigne  par  :f  et  /  les  coordonnées  du  point  m,  et  si 
Ton  remarque  que  Ton  a 

djc  =  —  ds  sinOj,    dr  =  ds  cosô^ï 


on  reconnaît  que  les  équations  (6)  et  (7)  se  réduisent  à  des 
identités. 
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Nous  avons  maintenant,  en  intégrant  par  parties, 

fs  cosBds  =  J  sdy  =  sy  —  SX^^t 
.JssinBds  =  —  Jsdx  —  —  sx-^fxds. 

Si  donc  on  appelle  et  j,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  G  de  la  courbe  A'mA",  les  équations  (8)  et  (9)  de- 
viennent 

r^cosô"  HsinQ" 
=  7— >    -^1=  — -i  

De  ces  deux  équations  on  déduit 

^  =  -cote^  v/^f:;:7;  =  0G=  ^, 

et  Ton  peut  énoncer  ainsi  les  deux  conditions  auxquelles 
doit  satisfaire  chaque  courbe  de  raccordement  non  déformée  : 
I®  Le  centre  de  gravité  de  la  courbe  doit  se  trouver  sur  la 
perpendiculaire  au  rayon  mené  au  point  de  raccordement  avec 
les  spires, 

2°  La  distance  de  ce  centre  de  gravité  au  centre  des  spires 
doit  être  une  troisième  proportionnelle  à  la  longueur  de  la 
courbe  et  au  rayon  des  spires. 

Pour  faire  passer  par  les  points  A'  et  A",  supposés  donnés, 
une  courbe  satisfaisant  à  ces  conditions,  on  procédera  par  tâ- 
tonnements géométriques  en  modifiant  successivement  une 
courbe  tracée  au  jugé  et  normale  au  rayon  OA". 

La yîg".  198  représente  l'ensemble  des  deux  courbes;  à  Tétat 
naturel,  les  points  semblables  sont  indiqués  par  la  même 
lettre  affectée  de  Tindice  i  pour  Tune  des  courbes.  Soit  H  le 
centre  de  gravité  des  deux  courbes  situé  sur  la  bissectrice  de 
r  angle  A\0A''=2(^;  on  a 


d'où 

2/. OH  =  ar2  sin(p. 
On  peut  considérer  le  ressort  comme  composé  d'un  nombre 
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eniier  de  spires,  commençant  el  finissant  en  des  points  pro- 
jetés en  A'',  dont  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  l'axe  o, 
des  deux  courbes  et  de  Tare  A" A",.  Or  le  moment  de  tel  arc 


par  rapport  au  point  0  est  égal  à  2r2  sincp;  d'où  il  suit  que  le 
centre  de  gravité  du  ressort  entier  à  l'état  naturel  doit  se 
trouver  sur  l'axe  du  balancier. 

167.  Spiral  plat.  —  Nous  admettrons,  comme  cela  a  lieu 
dans  la  réalité»  que  le  ressort  se  raccorde  tangentiellement 
avec  la  virole  du  balancier. 

En  considérant  A'  et  A"  comme  étant  les  extrémités  fixe  el 
mobile  du  ressort,  tout  ce  que  nous  avons  dit  sur  les  courbes 
de  raccordement  s'applique  ici  à  l'ensemble  des  spires»  en 
supposant  que  L=^  l,  et  que  o  est  le  centre  de  courbure 


Nous  devrons  donc  faire  =  o,  =  o  dans  les  équa- 
tions (4)  et  y  remplacer  p"  par  le  rayon  donné  v;  il  vient 
ainsi,  en  ayant  égard  aux  formules  (e). 


Fig.  198. 


en  A". 


t'COSÔ'n- a  =  —  /  sinOrfy,  vsinO"^ 
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Comme  j  a  pour  limites  zéro  et  l'unité,  nous  ne  pourrons 

négliger  le  carré  de  ^  que  si  a  est  suffisamment  petit.  C'est 

le  seul  cas  dans  lequel  on  puisse  arriver  à  quelques  résultats 
et  où,  comme  paraît  l'indiquer  l'expérience,  la  condition  de 
l'isochronisme  soit  remplie  d'une  manière  satisfaisante.  On 
trouve,  en  opérant  comme  plus  haut, 

t  cosô^  -h  a  =  —  C  sinO^dsj 
%  Jo 


Il  est  facile  de  reconnaître  que,  comme  pour  le  spiral  cylin- 
drique, les  deux  premières  de  ces  conditions  sont  des  iden- 
tités, et,  en  intégrant  par  parties,  que  les  deux  autres  expriment 
que  le  centre  de  gravité  du  spiral  à  l'état  naturel  doit  se  trou- 
ver sur  Vaxe  du  balancier. 

On  comprend  maintenant  l'emploi  du  spiral  ramené,  la 
courbe  ayant  pour  objet  de  placer  autant  que  possible  le  centre 
de  gravité  du  ressort  sur  l'axe. 

168.  De  r influence  de  la  température  sur  le  spiral  cylin- 
drique. —  Supposons  que,  par  suite  d'une  variation  de  tem- 
pérature, tous  les  éléments  linéaires  éprouvent  une  dilatation 
relative  e,  positive  ou  négative;  les  rayons  de  courbure  seront 
respectivement  égaux  à  leurs  valeurs  primitives  multipliées 
par  (i  +  e);  mais  les  angles  polaires  Q  ne  subissent  aucune 
modification;  de  sorte  que  toutes  les  longueurs  dans  les  con- 
ditions (7),  (8),  (9),  à  l'exception  de  «,  doivent  être  multi- 
pliées par  (iH-e),  ce  qui  ne  change  pas  les  trois  dernières; 
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JsinQ^ds  =  —  r„cosOÏ  —i 
0                                     I  -h  e 

et,  pour  que  cette  relation  fût  admissible  avec  elle,  il  faudrait 
que  a  =  o,  ce  qui  exigerait  que  les  deux  encastrements  fus- 
sent placés  sur  l'axe  du  balancier  pour  que  le  fonctionnement 
du  spiral  fût  à  l'abri  des  variations  de  température. 
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CHAPITRE  VL 

DES  ÉCHAPPEMENTS. 


§  1.  —  Généralités. 

169.  V  échappement  y  quel  que  soille  système  auquel  il  ap~ 
partient  ('),  est  une  pièce  animée  (fun  mouvement  circulaire 
oscillatoire  qui  lui  a  été  communiqué  par  le  balancier. 

Les  parties  de  Téchappement  qui  arrêtent  les  dents  de  la 
roue  ou  qui  correspondent  aux  intermittences  portent  le  nom 
de  repos.  Toutefois,  dans  certains  échappements,  la  période 
du  repos  est  remplacée,  par  suite  d'une  forme  spéciale  de  la 
pièce,  par  un  petit  déplacement  rétrograde  de  la  roue,  dans 
un  but  que  nous  ferons  connaître  plus  loin,  d'où  la  distinc- 
tion entre  un  échappement  à  repos  et  un  échappement  à 
recul. 

Le  frottement,  la  résistance  de  Tair,  etc.,  auraient  bientôt 
anéanti  le  mouvement  du  régulateur,  si  ce  mouvement  n'était 
pas  entretenu  par  la  force  motrice  à  l'aide  de  certaines  dispo  - 
sitions. A  cet  effet,  avant  qu'un  second  repos  ou  recul  com- 
mence, la  dent  qui  vient  de  s'échapper  va  frapper,  après  que 
la  roue  a  tourné  d'un  petit  angle,  une  autre  partie  de  l'échap- 
pement que  Ton  désigne  sous  le  nom  de  lèvre  ou  d'incliné, 
et  communique  à  cette  pièce  une  petite  impulsion  dans  le 
sens  de  son  mouvement  actuel,  impulsion  qui  est  transmise 
au  régulateur. 


(')  Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  réchappement  dit  à  roue  de  ren" 
contre,  qui  par  ses  défauts  est  généralement  proscrit,  même  dans  les  montres 
communes. 
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En  principe,  Taciion  du  moteur  sur  le  régulateur  devrait  se 
borner  à  cette  impulsion  et  cesser  immédiatement,  et,  comme 
nous  Tavons  vu,  Tisochronisme  ne  serait  pas  sensiblement 
modifié  par  cette  impulsion. 

Mais,  si  la  force  motrice  continue  encore  à  agir  sur  le  régu- 
lateur pendant  un  instant,  quelque  court  qu'il  soit,  comme 
son  action  peut  être  comparable  à  celle  de  la  force  qui  pro- 
duit Tisochronisme,  et  qu'elle  suit  une  autre  loi,  il  pour- 
rait arriver  que  les  durées  des  oscillations  successives  du 
régulateur  fussent  assez  différentes  les  unes  des  autres  pour 
altérer  notablement  la  marche  du  chronomètre. 

Les  échappements  qui  se  trouvent  dans  les  conditions  les 
plus  rationnelles  peuvent  donc  se  diviser  en  deux  caté- 
gories : 

I®  Les  échappements  dans  lesquels  le  dégagement  entre  une 
dent  de  la  roue  et  la  lèvre  correspondante  a  lieu  presque 
instantanément  après  l'impulsion  communiquée  à  cette  pièce. 
Dans  ce  cas,  l'échappement  peut  être  monté  sur  le  même  axe 
que  le  régulateur.  Telles  sont  les  différentes  variétés  de 
Véchappement  à  détente,  appliqué  aux  chronomètres  de  la 
marine  et  aux  montres  de  prix,  et  qui  rentrent  dans  la  caté- 
gorie àes  échappements  libres  ou  soustraits  à  l'action  continue 
de  la  force  motrice. 

2®  Les  échappements  dans  lesquels  le  contacta  encore  lieu 
entre  une  lèvre  et  une  dent  pendant  l'impulsion,  et  qui  sont 
montés  sur  un  axe  parallèle  à  celui  du  régulateur.  L'impulsion 
est  communiquée  par  l'échappement  au  régulateur,  au  moyen 
d'une  disposition  qui  permet,  presque  instantanément,  le 
dégagement  de  cette  dernière  pièce,  devenue  libre,  pour  toute 
l'étendue  du  contact  de  la  lèvre  et  de  la  dent.  Cette  condition 
est  remplie  par  Véchappement  à  ancre  des  montres,  échap- 
pement qui,  quoique  libre,  est  moins  sensible  que  le  précé- 
dent, en  raison  de  l'inertie  des  pièces  mises  en  mouvement 
et  des  frottements  qu'elles  développent. 

Il  y  a  en  outre  les  échappements  montés  sur  l'arbre  du  ba- 
lancier, dont  le  mouvement  se  trouve  influencé  par  la  force 
motrice  pendant  toute  la  durée  du  contact  de  la  roue  d'échap 
pement  et  d'une  lèvre  :  tel  est  Véchappement  à  cylindre,  qui 
iir.  3o 
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n'est  libre  sous  aucun  rapport;  ce  qui  explique  pourquoi, 
malgré  la  facilité  avec  laquelle  on  Texécute,  il  n'est  appliqué 
qu'aux  montres  ordinaires. 

Les  échappements  à  ancre  de  Graham  pour  les  pendules 
et  V échappement  à  chevilles  des  horloges  sont  soumis  aux 
mêmes  irrégularités  que  le  précédent;  mais  ces  irrégularités 
peuvent  être  notablement  amoindries  en  donnant  au  balancier 
une  masse  convenable,  ce  que  permet  d'ailleurs  le  dispositif 
de  l'appareil. 

Chaque  demi-oscillation,  à  partir  du  moment  pu  le  balancier 
est  arrivé  dans  sa  position  moyenne,  se  décompose  en  deux 
parties.  Dans  la  première,  la  force  motrice,  par  l'intermé- 
diaire de  la  roue  d'échappement  et  de  l'échappement,  agit  sur 
le  balancier,  dont  le  déplacement  angulaire  est  Varc  de  levée; 
dans  la  seconde,  le  balancier  se  meut  librement  sous  l'in- 
fluence du  spiral  ou  du  poids  du  pendule,  et  décrit,  jusqu'au 
moment  où  la  vitesse  angulaire  s'annule,  Vangle  ou  arc  com- 
plémentaire, c'est-à-dire  la  différence  entre  la  demi-amplitude 
et  l'arc  de  levée.  Le  balancier  revient  ensuite  sur  ses  pas 
en  décrivant  librement  l'arc  complémentaire  ou  la  demi-oscil- 
lation selon  les  cas.  Dans  le  premier  cas,  l'arc  de  levée  suivant 
est  parcouru  sous  l'action  du  rouage;  la  demi-oscillation  sui- 
vante se  reproduit  de  la  même  manière  que  la  première,  et 
ainsi  de  suite. 

Avant  d'étudier  les  propriétés  des  principaux  types  d'é- 
chappements, nous  croyons  devoir  résoudre  le  problème  sui- 
vant, dont  la  solution  nous  sera  très-utile  dans  ce  qui  suit. 

170.  Lemme.  —  Déterminer  le  temps  au  bout  duquel  viennent 
se  rencontrer^  après  avoir  été  en  contact ^  deux  corps  tournant 
autour  d*axes  parallèles,  lorsque  le  corps  choquant  part  du 
repos. 

Nous  supposerons  que  les  deux  corps  sont  de  forme  cylin- 
drique, et  que  les  génératrices  de  leurs  surfaces  sont  paral- 
lèles à  la  direction  des  axes;  le  tout  revient,  par  suite,  à  rai- 
sonner sur  la  figure  résultant  d'une  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  aux  axes. 
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Soient  {Jig.  199) 

(S),  (S'  )  les  deux  corps  tournant  autour  des  axes  projetés  en  0 
et  0'; 

ac  et  ab  les  surfaces  de  ces  corps  à  un  instant  tel  que  (S)  est 
en  repos  et  s'appuie  en  a  contre  (S'),  sans  qu'il  y  ait  en  ce 
point  un  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces; 

w'  la  vitesse  de  (S')  supposée  constante,  ayant  lieu  de  la 
droite  vers  la  gauche; 

9  l'accélération  angulaire  de  (S)  également  supposée  con- 
stante, mais  ayant  lieu  en  sens  inverse  de  w',  c'esl-à-dirc  de 
la  gauche  vers  la  droite. 


Fiç.  199. 


A  l'instant  qui  suit  celui  que  nous  considérons,  le  corps. 
(S'),  en  vertu  de  la  rotation  cb',  se  sépare  du  corps  (S),  qui  lui- 
même  prend  un  mouvement  accéléré;  mais,  au  bout  d'un 
temps  qui  sera  très-petit,  si,  comme  nous  le  supposerons,  9 
est  très-grand  par  rapport  à  w',  les  deux  corps  se  rencontreront 
en  ayant,  en  leur  point  de  contact,  le  même  plan  tangent. 

Soient 

«'6'  la  nouvelle  position  de  ab; 
m  le  point  de  contact; 

rt,  la  nouvelle  position  du  point  de  ac  primitivement  en  a. 

3o. 
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Posons 


/=0'a,  OV/i  =  r'-+-^r', 

6^  =  «,  6^  =  a  H-  ^a, 

00^  =  a',         60^i  =  «'-+-  (?a'. 


Désignons  respectivement  par 

Sn=^  =  aOa,,    Sn' =  w7  =  a'O'a, 


les  déplacements  angulaires  de  (S),  (S')  au  bout  du  temps  qui 
s'est  écoulé  jusqu'au  moment  du  choc. 
Soient  enfin 

d  la  dislance  des  centres  0,  0'; 

aT,  aV  les  tangentes  en  a  aux  courbes  ac  et  ab; 

V,  y  les  angles  qu'elles  font  respectivement  avec  Oa,  O'a. 

Nous  ne  conserverons  que  les  premières  puissances  des 
quantités  affectées  de  la  caractéristique  à. 
On  a  évidemment 

(i)  r'cosa'-H  rcosa  =  r'sina'— •  r  sina  =  o, 


Nous  rapporterons  respectivement  les  deux  courbes  ab 
et  ac  aux  centres  0,  0'  et  à  Taxe  polaire  00'. 

Si  l'on  conçoit  que  l'on  ramène,  par  une  rotation  autour 
de  0',  la  courbe  a' 6'  en  ab,  on  voit  que  l'angle  polaire  de  m, 
dans  sa  nouvelle  position,  sera  égal  à  a'  diminué  de  l'angle 


d'où 


i  cosa'^r'-h  cosa^r  —  r'  sina'  ^a'—  r  sinaiJa  =  o, 
(  sina'  sina     -h  /-'cosa'iîa' —  r  COSaiîa  =  o. 


mO'a'=aO'a'- mO'a  =  ên'  -  $ol' ; 


on  a,  par  suite. 


§r=  (^a  —  (J/î)rcotV. 
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Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (2)  eiqueTon 
pose,  pour  abréger, 

r'sinV 


•sinV 


on  trouve,  en  résolvant, 

_  /wsinV'cosV'(î/i'-H  cosVsin(a-i-a'-f- V) 
~  Sin(a-Ha'-+-V-+-V') 


(3 


I  ^  cosV'sin(a a'-h  V)  ^/î'-h  sinVcosV  ^/î 

l      ~  wsin(a-+-a'-t-V-+-V') 


Soient  maintenant  {Jig.  200) 


A,  A'  les  points  où  les  directions  des  tangentes  aT,  aV 

rencontrent  le  prolongement  0'^  de  00'; 
Ê  Tangle  formé  par  aT  avec  le  prolongement  de  aT'; 
I,  i  les  angles  respectifs  que  font  aT  avec  aO'  et  aT'  avec  Oa. 

La  figure  donne 


d'où 

par  suite 

(c) 


xX^a::^  27r- V'-  a', 


E  =  27r-(V4-a-+-V'-+-a'). 
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Pour  que  le  poinl  de  contact  m  se  trouve  à  droite  du  point  a^y 
comme  le  suppose  la  Jig.  199,  il  faut  évidemment  que  le 
poinl  A  soit  situé  entre  A'  et  0';  dans  le  cas  contraire,  il  suf- 
firait de  changer  le  signe  de  e. 

Si  aJ  est  le  prolongement  de  0  a  au  delà  de  a,  on  voit  que 

d'où 

(d)  sin(a -h  a'-H  V)  = sin/; 

on  trouverait  de  même 

(d')  sin(a  4-  a! V)  =  -  sin/'. 

Les  formules  (3)  deviennent,  en  ayant  égard  à  ces  valeurs  et 
remplaçant  m  par  son  expression  (6), 

i  ^       r  sin/'cosV.^/2— r'sinVcosV'.^/î' 
\  rsms 
^  '  '  /•'sin/cosV'.(y/2'—  rsinV'cosV.^/2 


r'sine 


Ces  deux  déplacements  étant  exprimés  en  fonction  de  ôn,  ôn' 
ou  du  temps  t  qui  est  une  inconnue  de  la  question,  il  nous 
faut  une  nouvelle  relation  que  nous  obtiendrons  en  établis- 
sant la  condition  que  les  tangentes  aux  deux  courbes  coïn- 
cident au  poinl  m. 
De  la  formule 

[e)  cotV  =  i^ 

^  r  doL 


on  lire 

^V  =  -sin' 


-,r     dr  §r      I  d^r  ,^       .  ."1 


pour  la  variation  de  V  correspondant  à  celle  (àoL—èn)  de  a, 
lorsque  Ton  va  du  poinl  a  de  ac  au  point  de  celle  courbe 
correspondant  à  sa  position  ma,.  Au  moyen  des  valeurs  (a) 
el  [e),  la  formule  précédente  se  met  facilement  sous  la  forme 

(5)  =  (cos^V  ~  g)  (^a  -  8n). 
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On  peut  simplifier  celle  expression  en  remarquant  que,  si  p 
esl  le  rayon  de  courbure  de  ac  en  a,  d  (V  -h  a)  est  Tangle  de 
dr 

contingence,  et  ^—^  l'élément  d*arc  correspondant;  de  sorte 
que  Ton  a 

rfV 

d'où,  en  éliminant  -7-  au  moyen  de  la  formule  (e). 
ar 

(6)  ^V=(l  +  2C0S^V-^)(^a-^«) 

et  de  même 

(6')  cos^V-  jt^^  (^a'  - 

p'  étant  l'équivalent  de  p  pour  la  courbe  ah. 

L'angle  des  deux  tangentes  en  m  n'est  autre  chose  que  ce 
que  devient  l'expression  de  s  lorsqu'on  augmente  respective- 
ment V,  V,  a,  a'  de  âV,  âV,  âa  —  â/i,  ôa  —  ôn'.  En  exprimant 
que  cet  angle  est  nul,  on  obtient  la  relation 


(7) 


(  ^(^a'-^.')[.(.^COS'V')-^]. 


On  voit  ainsi  que,  pour  que  la  collision  ait  lieu  comme  nous 
l'avons  supposé,  il  fautquel'anglee  soit  très-pelil,  ce  qui  est  vi- 
sible a  priori,  et  l'on  peut  alors,  dans  les  valeurs  (4),  rempla- 
cer s  par  sin  e  avan l d'en  faire  la  substitution  dans  la  formule  (  7  ) . 
En  remplaçant  dans  le  résultat  ainsi  obtenu  àn  et  àn!  par  leurs 
valeurs,  on  obtiendra  une  équation  du  second  degré  qui  per- 
mettra de  calculer  le  temps  t.  Mais  nous  ne  résoudrons  com- 
plètement le  problème  que  dans  le  cas  où  l'angle  O'aO  est  égal 
à  90  degrés,  le  seul  qui  puisse  nous  intéresser  dans  la  suite. 

Soient  y,  y'  les  angles  aigus  que  forment  les  directions  des 
tangentes  aX,  aV  avec  la  perpendiculaire  au  rayon  Oa,  au 
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pointa,  menée  daps  le  sens  du  mouvement  de  ce  rayon.  Nous 
avons 

 =y,    ;=V'  =  7'; 

par  suite,  en  vertu  de  la  formule  (c), 

6  =  7'— 7,    V'=7r  — 7—  e,    /'=^— 7  — g. 

Si  nous  désignons  par  m  Tangle  que  forme  Oa  avec  00',  qui  est 
défini  par  la  relation 

et  si  nous  substituons  dans  les  équations  (4)  et  (5)  les  va- 
leurs, en  fonction  de  y,  déduites  des  relations  précédentes,  des 
angles  qui  y  entrent,  nous  trouvons,  en  ne  conservant  que  la 
première  puissance  de  e, 

'  ^      -,         C0S7(sin7  — scos7)(y/7  — tangî9sin7(coS7— ssin7)^«' 
oa  —  on  =  ) 

I  C0S7(sin7  —  gcoS7)^/?'— cot>isin7(cos7H-ssin7)(^/? 

\  r  r  1 

•      I      +(5a'-5«')[a(.  +  cos'v)-p-^-s(asinn-^,|g)]. 

Si  l'on  élimine  Soc  et  ô<x!  entre  ces  équations,  puis  que  Ton  fasse 

èn— ôn'=(*y't,  on  obtiendra  une  équation  du  second 

degré  en  t  dont  la  plus  petite  des  racines,  dans  le  cas  où  elles  se- 
raient toutes  deux  positives,  sera  celle  qui  correspond  au  choc. 

Cas  PARTICULIERS. 

1°  La  partie  du  corps  choquant  qui  vient  frapper  l'autre 
corps  est  une  pointe  aiguë,  —  Cette  hypothèse  revient  à  sup- 
poser que  la  courbe  ac  se  réduit  au  point  qui  termine  le 
rayon  Oa.  Dans  les  formules  (2)  il  faut  supposer  dr  =  o, 
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doc  =  $n,  el  en  ayant  égard  à  la  valeur        on  trouve 

r'cos(V'-i-  (x!)8(z'  —  r'cosVcosa'(J/î'~  r  sina  sinV'^/?  =  o, 


'  /  sin  (  V  -+-  a'  )  (Ja'  -  r'  cos  V  sin  a'  $n'  -  r  cos  a  sin  V  '  (Î/î  =  o  ; 
d'oil,  par  Télimination  de  5a', 

(9')  r'cosYSn' =  r  cos(\'  -h  0L'-^0L)$n  =  —  rcosi'§n 

et  enfin 

_      ar'  w'  cosV 
r   <p  cos/' 

Si  les  deux  rayons  Oa,  C'a  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
on  a,  en  appelant  /  Tinclinaison  sur  O'a  de  la  tangente  au 
point  de  contact, 

et  par  suite,  pour  le  rapport  des  vitesses  normales  au  point 
de  contact, 

^    '  /w'cos7 

résultat  qui  est  indépendant  de  la  forme  de  la  surface  du 
corps  (S'). 

Si  dans  l'hypothèse  actuelle  on  divise  les  équations  (9) 
Tune  par  l'autre,  après  avoir  fait  passer  les  termes  en  àn  dans 

le  second  membre,  on  trouve,  en  remarquant  que  tanga  =  -> 

r 

(y/î'(i-- tanga'^ 

(10')         oV=  ^  

I     tanga'  tangY'—  -  (tanga'  —  lang7') 

La  partie  du  corps  choqué  qui  vient  en  contact  avec  le 
corps  choquant  est  une  pointe  aiguë.  —  Pour  obtenir  l'équi- 
valent dé  l'équation  (9'),  il  suffit  de  changer  l'accentuation  des 
lettres,  ce  qui  donne 

rcosV.^/?  =  —  r'cos/^/î', 
/•'w'  cos/ 

t   =  —  'J.   TV  ) 

/•<p  cos  V 

et  enfin,  dans  le  cas  où  l'angle  0'«0  est  droit,  on  obtient  éga- 
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lement  pour  le  rapport  des  vitesses  normales  au  contact 


(II) 


o'r' cosy 


Revenons  au  cas  général,  en  supposant  que  les  rayons  de 
courbure  soient  assez  grands  pour  que  Ton  puisse  négliger 
r  r' 

les  rapports      -,  devant  Tunité.  Si  Ton  élimine  ôa,  âa'  entre 

9  9 

les  équations  (8),  que  Ton  néglige  les  termes  en  e  dans  les 
coefficients  de  $n=  —  y  ôn^= w' /,  on  obtient  un  résultat  que 

2 

l'on  peut  mettre  sous  la  forme 


w'cosY  tangîQ  [(i  -Hsin^y)  cos7tahgï3  h- (i-h  cos'7)sin7]r 

Si  Ton  remplace  dans  le  second  membre  t  par  la  valeur 

2w  COS7  tang>î 

t  —   .—  > 

^  sin7 

résultant  d'une  première  approximation,  on  trouve 

w'cos7tang>î 

s^cp  siii7 

=  ^  -r.    


w'  COS7  tangy?[(i -h  sin^7)  C0S7  langïî-f-(i  -h  008^7)  sin7] 

Mais  on  pourra,  en  général,  se  contenter  de  la  formule  ap- 
proximative 

yfsin7 
w' COS7  taiigyj  ' 

formule  qui  est  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  les  cas 
particuliers  étudiés  plus  haut. 


§  II.  —  Échappement  a  ancre. 

171.  Cette  dénomination  est  due  à  la  forme,  se  rapprochant 
de  celle  d'une  ancre  marine,  affectée  par  la  pièce  oscillante 
qui  arrête  et  laisse  échapper  successivement  les  dents  de  la 
roue  d'échappement.  Il  existe,  pour  les  chronomètres  fixes 
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et  portatifs,  plusieurs  variétés  d'échappements  à  ancre.  Nous 
nous  bornerons  à  en  indiquer  les  principaux  types. 

172.  Échappements  des  pendules.  —  Échappement  à 
repos.  —  Soient  (Jig.  201) 

Fig.  201. 


0 


0  Taxe  de  rotation  de  la  roue  d'échappement  dont  les  dents 
sont  pointues  et  qui  est  censée  se  mouvoir  de  la  gauche 
vers  la  droite; 

0'  celui  de  l'ancre; 

6,  a'  deux  points  de  la  circonférence  décrite  par  les  extrémi- 
tés des  dents,  pris  à  égale  distance  et  de  part  et  d'autre  du 
point  de  contact  de  l'une  des  tangentes  menées  du  point  0' 
à  cette  circonférence. 

Nous  supposerons  que  l'arc  a' 6  est  assez  petit  pour  qu'on 
puisse  le  considérer  comme  se  confondant  avec  la  tangente 
ci-dessus. 

Les  circonférences  de  centre  0',  passant  par  les  points  h 
et  a' y  rencontreront  la  circonférence  0  en  deux  autres  points 
c  et  d'y  équidisiants  du  point  de  contact  de  la  seconde  tan- 
gente menée  du  point  0'. 

Faisons  les  angles  bO' a  au-dessus  de  O'b  et  cO'd'  au-des- 
sous de  O'c  égaux  à  l'angle  de  levée  qui  est  au  plus  égal  à  5  de- 
grés. 

Soient  a  eid  les  points  des  droites  O'a  et  0'  c  déterminés 
par  les  circonférences  de  centre  0',  passant  par  les  points  a' 
et  d\  Les  lèvres  de  l'échappement  seront  formées  par  les 
droites  ah  et  cd.  Deux  arcs  de  cercle  e/,  gh  de  centre  0,  com- 
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prenant  entre  eux  le  point  0'  et  limités  respectivement  aux 
deux  circonférences  ci-dessus,  compléteront  l'échappement 
dont     et  ch  seront  les  repos  extérieur  et  intérieur, 

hdi  fourchette  qui  établit  entre  l'échappement  et  le  balan- 
cier la  relation  voulue  est  une  tige  légère  fixée  à  l'arbre  de 
l'ancre,  parallèlement  à  la  ligne  des  centres  00',  et  portant  à 
son  autre  extrémité  une  pièce  fendue  dans  laquelle  s'engage, 
sans  jeu  ni  frottement,  la  tige  du  balancier. 

La  Jig,  101  représente  la  position  qu'occupe  l'ancre  lorsque 
le  balancier,  arrivé  dans  sa  position  naturelle  ou  verticale,  est 
sur  le  point  de  commencer  sa  demi-oscillation  ascendante  de 
droite;  la  dent  dont  la  pointe  est  en  c,  arrêtée  en  ce  point,  se 
dégage,  puis  vient  frapper  la  lèvre  en  communiquant  une  im- 
pulsion à  l'ancre,  et  par  suite  au  balancier;  elle  exerce  ensuite 
une  pression  sur  celte  lèvre,  et  se  dégage  en  d!  :  tout  le  corps 
de  rouages  se  meut  alors  librement  sous  l'action  de  la  force 
motrice,  mais  pour  un  très-petit  déplacement  angulaire  de  la 
roue  0,  limité  par  la  rencontre  de  la  dent  «i  qui  précède  a! 
avec  le  repos  ae  sur  lequel  elle  s'appuie  pendant  tout  le  temps 
que  s'achève  la  demi-oscillation  ascendante.  Lorsque  com- 
mence la  demi-oscillation  descendante  suivante,  le  repos  cie 
glisse  sur  la  pointe  a„  puis  bientôt  a  et  ay  coïncident,  et  enfin 
la  dent  a,  se  dégage  et  vient  frapper  «6,  etc. 

Soient 

r'  le  rayon  60'  de  la  circonférence  extérieure  de  l'ancre; 
A  l'angle  de  levée  supposé  très-petit; 
e  l'épaisseur  de  l'ancre; 

y',  y\  les  inclinaisons  des  lèvres  d'entrée  ab  et  de  sortie  cd 
sur  les  rayons  0' a  et  O'c. 

On  voit  facilement  que 


Dans  le  cas  usuel  où 


on  trouve 


7'  =  25°5o',  i 


f\  -  32^^  3o'. 
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Nous  allons  nous  proposer  maintenant  de  déterminer  Tin- 
fluence  que  peut  avoir  l'échappement  sur  Tisochronisme  du 
pendule,  en  examinant,  comme  si  elle  était  seule,  chacune  des 
causes  qui  peut  apporter  une  perturbation  dans  la  loi  du  mou- 
vement du  pendule. 

En  premier  lieu,  occupons-nous  du  choc  qui  termine  la 
période  de  la  chute,  La  vitesse  angulaire  du  pendule  ou  de 
l'ancre  peut  être  considérée,  à  peu  de  chose  près,  comme 
étant  la  même  au  moment  où  le  choc  a  lieu  et  lorsque  la 
levée  commence,  puisqu'à  ce  dernier  instant  elle  atteint  son 
maximum  et  que,  pendant  la  chute,  l'angle  décrit  par  l'échap- 
pement est  très-petit. 

Reportons-nous  à  la  formule  (lo)  dun»  170,  dont  nous  con- 
serverons les  notations  à  quelques  variantes  près. 

Soient  «0  =  9/,  (ù^  les  vitesses  angulaires  de  la  roue  et  de 
l'ancre  au  moment  où  le  choc  commence;  rie  rayon  de  la 
circonférence  formée  par  l'extrémité  des  dents.  Nous  pourrons, 
sans  erreur  sensible,  supposer  que  le  point  de  la  lèvre  où  le 
choc  a  lieu  se  trouve  à  la  même  distance  du  point  0'  que  son 
extrémité  intérieure  ou  extérieure,  selon  qu'il  s'agit  de  la 
lèvre  de  sortie  ou  d'entrée.  Considérons  le  premier  cas,  le 
second  pouvant  s'en  déduire  en  changeant  r'  en  r'  -h  e  et  attri- 
buant une  autre  valeur  à  /.  En  vertu  de  la  formule  précitée, 
on  a 

(,)  îît=iZ^cotv'. 

Les  déplacements  que  nous  avons  supposés  très-petits  pen- 
dant la  chute  sont  respectivement  pour  l'ancre  et  la  roue 

§n'=i  w'  r  =  —  cotv'  —  j 
r  V 

^/î  =  î— = -— cot-7  -î; 

d'où 


Désignons  par  a!  l'angle  00' c  et  par  iod  l'angle  que  forme 
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Oc  avec  le  rayon  qui  joint  O  au  point  de  la  lèvre  où  le  choc 
a  lieu,  angle  que  l'on  déterminera  au  moyen  de  la  for- 
mule (10')  du  n"  17i,  après  y  avoir  remplacé  én'  par  la  valeur 
trouvée  plus  haut. 
Soient  maintenant 

(k)y  (ù'j  après  le  choc,  les  vitesses  angulaires  de  la  roue  d'échap- 
pement et  de  l'ancre; 

r  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  (y  du  système  formé  par 
l'échappement  et  le  régulateur; 

1  le  moment  d'inertie,  par  rapport  à  l'axe  0,  que  Ton  doit 
attribuer  à  la  roue  d'échappement  pour  qu'il  soit  permis 
de  faire  abstraction  du  corps  de  rouages; 

p  =  rs\ny'y  p'=r^  cos/  les  distances  des  points  0  et  de  la 
normale  à  la  lèvre; 

q  =  r  cos/,  q'=  r^siny'  celles  des  mêmes  points  à  la  direc- 
tion de  la  lèvre; 

/  le  coefficient  du  frottement  développé  pendant  le  choc 
entre  la  lèvre  et  la  dent  de  la  roue  d'échappement. 

La  seconde  des  formules  (4)  du  n*»  151  (première  Partie, 
t.  II)  s'applique  ici  et  donne^  après  la  substitution  de  la  valeui 
de  wa  déduite  de  l'équation  (i)  et  de  celles  de p,  q^p',  q', 

[i-h  f  tanj>7' 

i-r-/tang7'-+-  y  ^  (tang7'-+-/)tang7' 

V 

Comme  le  rapport  j  a  une  valeur  ires-notable,  à  plus  fort 

Cl 

raison  lorsqu'il  est  multiplié  par  —t  on  voit  que  le  rapport  - 

r  ou 

ne  diffère  de  l'unité  que  d'une  petite  fraction,  comme  nou 
l'avons  supposé  au  n°  162. 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  nous  rendre  compte  d 
l'influence  que  peut  avoir,  sur  l'isochronisme,  la  pression  coi 
tinue  exercée  sur  les  lèvres,  de  l'échappement  par  les  deni 
de  la  roue. 

Pour  simplifier,  nous  négligerons  le  frottement,  et  cela  ave 
d'autant  plus  de  raison  qu'il  n'est  que  de  7V  environ  de 


■ 
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pression  normale,  ei  que,  d'après  le  tracé  adopté  en  général, 
son  bras  de  levier  par  rapport  à  0'  est  inférieur  à  celui  de 
cette  presion. 
•  Soient  (^g^.  202) 


0',  0  les  axes  de  Tancre  et  de  la  roue; 
a  la  naissance  intérieure  de  la  lèvre  de  sortie; 
m  le  point  de  contact,  à  un  instant  quelconque,  de  cette  lèvre 
et  d'une  dent; 

n  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  00'  ; 

d  la  distance  00'  ; 

e,  vp'  les  angles  O'Om  et  00' a  ; 

p'  le  rayon  vecteur  O'm  ; 

0'  l'angle  polaire  mO'a; 

mN  la  portion  de  la  normale  à  la  lèvre,  comprise  dans  l'angle 
O'mO; 

Nous  rappellerons  que  l'angle  0' am  est  égal  à  tt  — /, 
et  nous  désignerons  par  0o,  4*0  valeurs  de  6  et  de  4*'  qui 
se  rapportent  à  la  position  verticale  du  pendule.  La  force  mo- 
trice, qui  varie  relaiivement  avec  une  grande  lenteur,  peut  être 
considérée  comme  constante  dans  une  période  assez  longue. 
Il  en  est  de  même,  par  suite,  du  moment  de  la  force  tangente 
à  la  roue  qui  lui  ferait  équilibre  ainsi  qu'au  frottement  dans 
la  transmission.  Nous  désignerons  ce  moment  par  fx. 


Fig.  uoi. 
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Le  moment  du  poids  du  pendule  par  rapport  au  point  0% 
en  négligeant  l'angle  de  chute,  peut  être  représenté  par 
+e)>  f*'  étant  une  constante. 
Le  principe  des  forces  vives  donne  la  relation 

On  a 

Si  Ton  exprime  que  les  composantes  des  vitesses  normales 
en  m  sont  égales  pour  la  roue  et  Tancre,  on  a 

(a)  wV'cos(7'— 0')  =  wrcos(0-h>J>'  — y) 

et  de  même 

(a')  w;r'c0S7'=  w,^cos(0o-+-^^'e~y). 

L'équation  (i)  devient  ainsi,  par  l'élimination  de  w,  w„ 

l  2  L  cos'(0-+-^I/'-7')J 

A  l'équation  de  la  lèvre 

(4) 


sin(7'— 0')' 
nous  joindrons  les  relations 

p'sin(^(*'— 0')  ^rsin0, 


(5) 

(  p'cos(^|;'— 0')-Hrcos0=<f, 
pour  déterminer  les  valeurs  de  6  et  de  6'  en  fonction  de  ^'  et 
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substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  l'équation  (i).  Ce  calcul 
qui,  dans  toute  sa  généralité,  présente  des  difficultés  insur- 
montables, se  simplifie  considérablement  si  Ton  remarque 
que  les  angles  4*,»  =  6—9.=S0  et  6'  sont  toujours 
assez  petits  pour  que  Ton  puisse  sans  grande  erreur  en  négli- 
ger les  puissances  supérieures  à  la  première.  L'équation  (4) 
se  réduit  alors  à  la  suivante  : 

(4')  p'  =  r'(i-+-ô'cot7'); 

les  équations  (5),  en  se  rappelant  que  ip'^     0#  =  -i  donnent 

Comme  le  rapport  y—^  est  toujours  une  petite  fraction,  on 

peut  négliger  6'  et  ô^'  dans  le  coefficient  du  terme  en  w'* 
de  réquation  (3).  Cette  équation  devient  ainsi 

d'où,  en  différentiant  par  rapport  au  temps, 

{ 5')  ^I'  +  l colY)         =-  F ^  C  coty. 

Si  nous  posons 

(6)  -^,  =  A".  f7  —=P'^", 

,J  /- 

nous  aurons 

(7)  ^^=.-A^'iS.y-n 

Comme  nous  analysons  séparément,  ainsi  que  nous  l'avons 
dit  plus  haut,  les  effets  des  causes  perturbatrices,  nous  ferons 
abstraction  de  la  chute,  et  en  plaçant  l'origine  du  temps  à 
l'instant  où  le  pendule  se  trouve  dans  sa  position  moyenne, 
nous  aurons 

111.  3i 
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par  suite 

=  P'h- ^  sinX^'r- p'cosX'/, 

Lorsque  la  denl  est  sur  le  point  de  quitter  la  lèvre, 
est  égal  à  l'angle  de  levée  1,  et  si  t^,  &)',  sont  à  cet  instant  les 
valeurs  de  t  et  w',  nous  avons  pour  les  déterminer 

=P'-t- JsinA'/,-?'cos/'/., 
(  w',  =  w;cosX^'/,-+-A'P'sinX'/,. 

Si  nous  posons  maintenant  /r'=  ^5  nous  aurons  pour  l'arc 
complémentaire 

(9)  î^'=-*'^+'. 

en  négligeant  le  frottement  sur  le  repos,  qui,  à  la  période 
de  levée  près,  n'altère  pas  Tisochronisme.  En  plaçant  l'ori- 
gine du  temps  à  l'instant  où  cette  période  commence,  on  a 


^  =  \    -7^  =  «,  pour  /  =  o. 


d'où 


^'=lcoskt  ■+-  j  (w',,cosX-7,  -+-X'^'sinA-'f,)sin/r, 

Si  Ton  désigne  par  la  valeur  de  /  pour  laquelle  la  vitesse 
angulaire        est  nulle,  la  durée  de  la  demi-oscillation  sera 

mais  comme,  en  restant  dans  ces  généralités,  on  ne  voilpas  net- 
tement l'influence  de  la  force  motrice,  nous  allons  procéder 
par  approximation,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre 

en  p'  et  £  =  — —  • 


En  posant 
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la  première  des  équations  (8)  donne 

^1  =  '^i        -^-7  77-,  

Si  la  force  motrice  n'agissait  pas  sur  Téchappement,  Art  se- 
rait égal  à     Posons  donc  * 

/■r,=  Xx, 
X  étant  de  Tordre  de  e  et  (3';  nous  aurons 


V       ^        ^  ^  7 


et  par  suite 


T  =  — r  —  S  arcsin  -r 


On  voit  ainsi  que  l'influence  de  la  force  motrice  sur  le  mou- 

Fig.  2o3. 


vement  du  pendule  sera  d'autant  plus  grande  que  la  vitesse 
et  par  suite  Tamplitude,  sera  plus  faible. 
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Tout  ce  qui  précède  s'applique,  moyennant  quelques  modi- 
fications, à  l'échappement  de  Graham  appliqué  aux  horloges 
et  dans  lequel  les  repos  se  trouvent  sur  une  même  cir- 
conférence passant  par  le  centre  de  la  roue  d'échappe- 
ment {fig.  203). 

173.  Échappement  à  recuFde  Berthoud.  —  Dans  cet  échap- 
pement les  repos  sont  remplacés  par  des  arcs  de  cercle  ou 
recitls  tracés  de  telle  manière  qu'ils  déterminent  un  déplace- 
ment rétrograde  plus  ou  moins  sensible  de  la  roue  d'échap- 
pement et  par  suite  de  tout  le  mécanisme.  Comme  le  recul  n'a 
pour  objet  que  d'empêcher  le  pendule  de  s'arrêter,  par  suite 
d'arc-boutements  dans  les  rouages,  l'application  de  cet  échap- 
pement n'a  sa  raison  que  dans  les  pièces  d'un  travail  peu 
soigné. 

La  construction  à  laquelle  BerthoM^d  a  été  conduit  par  la 
pratique  est  la  suivante  : 
Traçons  en  pointillé  {Jîg.  204  )  les  repos  auxquels  on  doit 

Fig.  2o/|. 


substituer  les  reculs;  à  partir  de  l'extrémité  n°  o  de  chacun 
d'eux  portons  trois  ouvertures  de  compas  successives  (0,1), 
(1,2),  (2,3)  égales  à  l'épaisseur  e  de  l'ancre  mesurée  sur  le 
rayon  qui  joint  le  point  0'  au  n°  o.  Au  delà  ou  en  deçà  du 
point  n*»  3,  selon  qu'il  s'agit  de  l'entrée  ou  de  la  sortie,  por- 
tons sur  le  rayon  (0',3  )  une  longueur  égale  à  e.  Nous  obtien- 
drons ainsi  deux  points  n°  4  V^^  chacun  desquels  et  par  le 
point  correspondant  n°  o  nous  ferons  passer  un  arc  de  cercle 
d'un  rayon  égal  à  celui  du  repos,  et  le  tracé  des  reculs  se  trou- 
vera effectué.  La  seule  condition  imposée  dans  ce  tracé  est 
d'avoir  un  angle  de  levée  égal  à  5  degrés. 

Berthoud  a  donné  à  cet  échappement  le  nom  ^'isochrone, 
sans  s'expliquer  sur  les  causes  perturbatrices  qu'il  a  eu  en 
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vue  de  faire  disparaître.  II  semble  qu'il  a  supposé  qu*en  créant 
sur  le  balancier^  par  le  recul,  un  moment  résistant»  il  devait 
éliminer  l'influence  de  la  pression  continue  des  dents  sur  la 
roue,  et  compenser  le  défaut  d'isochronîsme  résultant  d'un 
trop  grand  écart  du  pendule.  La  question  ainsi  posée  pourrait 
se  résoudre  en  déterminant  la  forme  qu'il  convient  de  donner 
aux  reculs  pour  qu'ils  satisfassent  aux  conditions  exigées.  On 
n*aurait  pour  cela  qu'à  suivre  une  marche  analogue  à  celle 
du  numéro  précédent;  mais,  comme  nous  n'avons  pas  ici 
d'angles  qu'il  soit  permis  de  considérer  comme  très-petits,  on 
serait  arrêté  par  l'élimination  des  angles  auxiliaires  que  l'on 
devrait  faire  entrer  dans  les  formules.  Dans  tous  les  cas, 
il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  la  règle  de  Berthoud  est  trop  ab- 
solue pour  satisfaire  aux  conditions  que  nous  venons  d'é- 
noncer. 

174.  Échappement  libre  des  montres,  — hes  échappements 
à  ancre  des  montres  offrent  la  plus  grande  analogie  avec  ceux 
des  pendules*  La  seule  différence  essentielle  consiste  en  ce 
que  la  fourchette  se  trouve  dans  le  même  plan  que  l'ancre. 
On  s'arrange  de  manière  que  le  centre  de  gravité  de  l'ancre 
se  trouve  sur  l'axe  de  rotation. 

La  longue  branche  de  la  fourchette  est  terminée  par  des 
cornes,  à  la  naissance  desquelles  est  ménagée  une  encoche 
destinée  à  recevoir  un  doigt  fixé  à  un  plateau  faisant  corps 
avec  l'arbre  du  balancier.  Immédiatement  après  la  chute,  le 
doigt  reçoit  une  impulsion  par  contre-coup,  se  dégage  pres- 
que instantanémentde  la  fourchette,  et  le  balancier»  soustrait  à 
l'action  de  la  force  motrice,  continue  sa  demi-oscillation  uni- 
quement sous  l'action  du  spiral.  A  la  fin  de  la  demi-oscillation 
suivante,  le  doigt  s'engage  de  nouveau  dans  l'encoche,  en- 
traîne avec  lui  la  fourchette  qui  reçoit  une  nouvelle  impul- 
sion, et  ainsi  de  suite.  Les  dents  de  la  roue  d'échappement 
sont  pointues  ou  ont  la  forme  indiquée  dansles^^.  2o5  et  206, 
qui  représentent  les  dispositions  le  plus  fréquemment  adop- 
tées. Deux  goupilles  limitent  latéralement  la  course  de  la 
fourchette.  11  y  a  aussi  le  coin  de  renversement  et  autres  dé- 
tails dont  il  nous  paraît  inutile  de  parler. 
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Chaque  repos  est  remplacé  par  un  recul  rectilîgne  qui  a 
pour  objet  de  donner  de  la  stabilité  à  l'ancre,  c'est-à-dire  de 
ne  pas  lui  permettre  de  se  déplacer,  sousTinfluence  de  cer- 
taines secousses,  par  suite  de  l'obliquité  de  l'action  de  la  roue 


Fig.  Qo5. 


sur  les  plans  inclinés  ainsi  déterminés  :  c'est  ce  qui  donne 
lieu  à  ce  que  les  horlogers  appellent  du  tirage. 

Il  existe  une  seule  différence  entre  la  théorie  de  cet  échap- 
pement et  celle  de  l'échappement  des  pendules,  c'est  dans 
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le  calcul  de  la  vitesse  angulaire  de  la  roue  et  du  balancier 
après  le  choc  ;  car  nous  avons  ici  deux  chocs  simultanés,  l'un 
entre  la  roue  d'échappement  et  l'ancre^  l'autre  entre  la  four- 
chette qui  termine  l'ancre  avec  le  balancier. 

Fig.  Qo6. 


Reprenons  les  notations  du  173,  en  supposant  que  les 
lettres  affectées  d'un  seul  accent  se  rapportent  uniquement  à 
l'ancre;  soient 

0"  le  centre  du  balancier  ; 
F  son  moment  d'inertie; 

(ù\,  (ù\  sa  vitesse  angulaire  avant  et  après  le  choc  ; 
a,  p"*  les  distances  du  point  de  contact  de  l'ancre  et  du  balan- 
cier aux  centres  0,  O''; 
la  réaction  du  balancier  sur  la  fourchette* 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

(  V{<''0^'.)  =  (p-^fy)S^dt-aSKdt, 


488  QUATRIÈME  PARTIE.  —  CHAPITRE  YI. 

En  exprimant  que  les  composantes  normales  des  vitesses 
ou  point  de  contact  sont  les  mêmes  après  le  choc  pour  les 
deux  couples  de  corps  choquants,  on  a 

£n  éliminant  les  impulsions  entre  les  équations  (i),  il  nous 
restera  trois  relations  entre  les  inconnues  (k>%  gûi  qui  se- 
ront par  suite  déterminées. 

Nous  n'avons  plus  à  nous  occuper  maintenant  que  du  ti- 
rage. Pour  qu'il  fût  le  même  à  l'entrée  et  à  la  sortie,  il  suffi- 
rait que  les  inclinaisons  des  reculs  sur  les  rayons  de  la  roue, 
menés  au  point  de  contact  des  tangentes,  passent  par  le 
point  0';  mais  on  peut  se  demander  quelle  est  la  relation  qui 
doit  exister  entre  ces  deux  inclinaisons  pour  que  le  recul  soit 
le  même  de  part  et  d'autre,  en  prenant  pour  la  plus  faible 
une  valeur  reconnue  suffisante  par  la  pratique. 

Soient  (Jîg.  207) 


Fig.  207. 

O' 


a,  a'  les  naissances  des  reculs  de  sortie  et  d'entrée; 

ab,  a  b'  leur  partie  utile  correspondant  à  l'angle  au  centre 

/,  r  les  inclinaisons  respectives  de  abj  a'b'  sur  les  prolonge- 
ments des  rayons  correspondants  de  la  roue; 

e  l'angle  de  recul  «0^  =  afoP  ; 
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Les  triangles         aOb  donnent 

.        r'sina  ,  rsins 

ab  =  p  }    ab  =  —   5 

cos(i-+-a)  3in(/— fi) 

d'où 

r' 

—  tangatangf 
tangfi  =  . 

1  —  tanga  lang/  -+-  -  tanga 

On  trouverait  de  même 

-  tanga  lang/' 

tangfi  -p  , 

I  -H  tanga  tang/'  -+-  -  tanga 

d*où 


I  —  a  tanga  tang/  ■+-  -  tanga 
r  35 

Dans  le  cas  usuel  où  —  =       /  =  12^  a  =  6%  on  trouve 
r  62 

12°  I  a',    fi  =  42'. 

§  III.  —  Échappement  à  cylindre. 

175.  Cet  échappement,  qui  est  le  plus  généralement  adopté 
pour  les  montres,  n*est  au  fond  que  l'échappement  à  repos 
des  pendules  dont  il  dérive,  par  suite  des  modifications  sui- 
vantes : 

I**  La  traverse  de  l'ancre  est  remplacée  par  les  surfaces  des 
repos  prolongés  en  conséquence.  Il  résulte  de  là  une  portion 
de  cylindre  annulaire  à  laquelle  on  donne  le  nom  Ù'écorce. 

1**  L'écorce  est  montée  directement  sur  l'arbre  du  balancier 
dont  l'axe  coïncide  avec  celui  des  surfaces  cylindriques,  ce 
qui  supprime  la  fourchette. 

Les  dents  de  la  roue  d'échappement  sont  déterminées 
de  manière  que  chacune  d'elles  occupe  seule  et  compléte- 
menty  à  un  faible  jeu  près,  l'intervalle  cylindrique  intérieur. 

3f  . 
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L*écorce  se  compose  d'un  demi-cylindre  augmenté  de  pan 
et  d'autre  d'une  partie  correspondant  à  lo  degrés.  Cet  angle 
complémentaire  détermine  complètement  la  lèvre  de  sortie 
qui  est  droite  ou  légèrement  convexe  (fig.  208).  La  lèvre 


Fig.  208. 


d'entrée  ne  résulte  que  du  raccordement  des  surfaces  interne 
et  externe  de  l'écorce  par  une  surface  cylindrique  plus  ou 
moins  convexe. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  le  jeu  de  l'échappement,  qui  est 
pour  ainsi  dire  identique,  au  point  de  vue  descriptif,  à  celui 
de  l'échappement  à  ancre  des  pendules,  et  que  la^^.  209  fera 


Fig.  209. 


mieux  comprendre  que  toute  explication.  La  portion  du  profil 
des  dents  qui  agit  sur  les  lèvres  est  rectiligne  ou  légèrement 
convexe. 

L'épaisseur  de  l'écorce  étant  assez  faible  pour  qu'on  puisse 
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en  faire  abslraclion,  on  calculera  la  vitesse  angulaire  de  la 
roue  au  moment  où  le  choc  a  lieu,  par  la  formule  (ii)  du 
n»  171. 

La  vitesse  angulaire  du  balancier,  après  le  choc,  se  calculera 
de  la  même  manière  que  pour  Téchappement  des  pendules. 

Dans  le  cas  d'un  profil  recUligne  pour  les  dents,  on  déter- 
minera Tinfluence  de  la  force  motrice  en  suivant  une  marche 
à  peu  près  identique  à  celle  du  n"  173.  Si  le  profil  esl  légère- 
ment convexe,  on  peut  le  supposer  circulaire  sans  grand  in- 
convénient, mais  alors  la  solution  du  problème  se  complique 
notablement. 

Les  horlogers  auteurs  ne  sont  pas  bien  d'accord  sur  les  con- 
ditions que  doit  remplir  le  profil  des  dents.  D'après  Bodin,  il 
devrait  être  tel  : 

1°  Ou  qu'il  fasse  parcourir  au  cyiindre  des  angles  égaux 
pour  des  parties  égales  de  son  arc  (•  ); 

2°  Ou  qu'il  éprouve  toujours  la  même  résistance  de  la  part 
du  spiral, 

Moinet  ne  se  prononce  pas  catégoriquement  à  ce  sujet,  ei 
nous  avons  autant  de  raisons  que  lui  d'user  de  la  même  cir- 
conspection. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  échappements  à  virgule, 
de  Dupleixj  à  chevilles,  etc.,  qui  sont  plus  ou  moins  em- 
ployés et  dont  les  théories  respectives  rentrent  dans  les  prin- 
cipes que  nous  avons  exposés. 

§  IV.  —  Échappements  à  détente. 

176.  De  Véchappement  à  bascule.  —  Il  existe  plusieurs 
types  d'échappement  à  bascule,  pour  la  description  desquels 
nous  renverrons  aux  Traités  spéciaux  d'horlogerie.  Nous  ne 


(*)  11  est  hors  de  doute  que  cet  auteur  a  touIu  dire  que  les  angles  décrits 
par  la  roue  et  par  l'ancre  doivent  être  proportionnels.  Alors  le  profil  de  la  dent 
serait  un  arc  d'épicycloïde  intérieure,  et  il  serait  concave  au  lieu  d'être  con- 
vexe. Parmi  tous  les  profils  admissibles,  ce  serait  donc  la  ligne  droite  qui  satis- 
ferait le  plus  approximativement  à  la  condition  énoncée.  M.  Saunier,  en  partant 
d'autres  considérations,  arrive  au  même  résultat. 
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considérerons  que  le  suivant.  Il  se  compose  (fig.  aïo)  : 
d'une  pièce  appelée  bascule^  mobile  autour  d'un  pivot,  et 
bien  équilibrée,  afin  d'éliminer  les  effets  de  la  pesanteur  sur 
sa  masse,  quelle  que  soit  la  position  que  Ton  donne  au 
chronomètre;  d'une  lame  flexible  et  rectiligne  encastrée 
dans  cette  pièce  à  une  petite  distance  de  son  pivot,  et  établie 

Fig.  210. 


de  manière  à  toucher  l'extrémité  de  la  même  pièce  en  exer- 
çant en  ce  point  une  faible  pression  ;  celle  lame  se  prolonge 
très-peu  au  delà  de  l'extrémité  ci-dessus;  3°  d'une  roue  d'é- 
chappement, dont  les  dénis  sont  pointues  et  inclinées  d'un 
petit  angle  sur  le  rayon  parlant  du  centre  précédent  et  abou- 
tissant à  leur  extrémité  ;  4°  d'"»  ressort  spiral  plat  dont  le 
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centre  se  trouve  sur  Taxe  du  pivol,  qui  a  pour  effei  de  ramener 
contre  un  obstacle  disposé  à  cet  effet  la  bascule  dans  son  état 
naturel  ou  tle  repos,  lorsque,  après  l'avoir  fait  tourner,  on 
vient  à  l'abandonner  à  elle-même  ;  5**  d'un  repos  en  rubis  im- 
planté dans  la  bascule  et  taillé  de  manière  à  présenter  un  plan 
incliné  qui  fasse  avec  le  rayon  mené  au  centre  de  la  roue  le 
même  angle  que  les  dents  de  la  roue  avec  les  rayons  sem- 
blables. 

L'axe  du  balancier  est  muni  de  deux  doigts  rectilignes  dont 
nous  ferons  connaître  l'objet  un  peu  plus  loin. 

Lorsque  la  roue  d'échappement  est  immobile,  une  de  ses 
dents  vient  s'appuyer  contre  le  repos;  mais,  quand  le  balancier 
tourne  de  la  droite  vers  la  gauche,  un  des  doigts  du  balancier 
finit  par  rencontrer  l'extrémité  de  la  lame,  la  soulève  en 
entraînant  avec  elle  la  bascule  dans  un  mouvement  de  gauche 
à  droite  autour  de  son  pivot;  bientôt  la  dent  considérée  se 
dégage  du  repos,  et  pour  que  le  doigt  abandonne  la  lame  élas- 
tique, on  s'arrange  de  manière  què,  avant  que  la  bascule  ne 
soit  revenue  dans  sa  position  naturelle  sous  l'action  du  spiral, 
l'une  des  dents  de  la  roue  d'échappement  vienne  choquer 
le  second  doigt  du  balaneier  pour  s'en  dégager  presque  immé- 
diatement. Il  résulte  de  ce  choc  une  communication  de  force 
vive  au  balancier  pour  neutraliser,  ou  à  très-peu  près,  les  effets 
des  résistances  passives.  Il  faut  que  la  bascule  arrive  à  son 
état  de  repos  en  temps  voulu  pour  arrêter  au  passage  de  la 
dent  qui  précède  immédiatement  celle  qui  vient  de  passer. 
Lorsque  le  balancier  revient  sur  lui-même  ou  de  la  gauche 
vers  la  droite,  le  premier  doigt  abaisse  légèrement  la  lame, 
et  s'en  dégage  ensuite,  sans  modifier  l'état  de  repos  de  la 
bascule.  On  voit  ainsi  que  la  roue  d'échappement  ne  tourne 
que  de  l'intervalle  d'une  dent  pour  chaque  oscillation  com- 
plète du  balancier. 

L'échappement  est  libre^  parce  que  la  dent  qui  a  frappé  le 
second  doigt  s'en  dégage  immédiatement,  et  que  l'action 
de  la  force  motrice  ne  peut,  dans  un  temps  aussi  court,  modi- 
fier la  loi  du  mouvement  du  balancier. 

Si  un  chronomètre  muni  d'un  pareil  échappement  s'est  ar- 
rêté, il  ne  peut  de  lui-même  se  remettre  en  marche  après  le 
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remontage:  il  faut  lui  imprimer  une  secousse  capable  de  dé- 
gager la  dent  du  repos  contre  lequel  elle  s'appuie. 

1T7.  Du  tirage.  —  Mais  cette  faculté,  que  possède  l'échap- 
pement, peut  devenir  un  inconvénient  et  engendrer  des  irré- 
gularités dans  la  marche  du  chronomètre  à  la  suite  de  se- 
cousses accidentelles  que  l'on  ne  peut  pas  toujours  éviter  : 
c'est  pourquoi  l'on  a  donné  une  inclinaison  du  repos  sur  le 
rayon  de  la  roue  pour  produire  du  tirage^  et  c'est  ce  dont 
nous  allons  maintenant  chercher  à  nous  rendre  compte. 

Soient  {Jig.  211) 

Fig.  au. 


0,  0'  les  pivots  de  la  roue  d'échappement  et  de  la  bascule; 
r  le  repos; 

e  l'inclinaison  dont  il  s'agit; 

li.  le  moment  par  rapporl  au  point  0  de  la  force  équivalenle 
la  force  motrice  et  aux  frottements,  tangente  à  la  circonfe 
rence  de  la  roue  d'échappement; 

N  la  pression  normale  exercée  sur  le  repos  par  la  dent  g; 

/le  coefficient  de  frottement  qui  en  résulte  lorsque  le  dégî 
gemenl  de  la  dent  se  produit  ou  tend  à  se  produire; 

R  le  rayon  rO, 

Le  moment  des  forces  N  et  N/  par  rapport  à  0  devant  êt 
égal  à  /X,  on  a 

R(cose-— /sins) 
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Les  composantes  de  ces  mêmes  forces  suivant  la  direction 
de  R  et  celle  qui  lui  est  perpendiculaire  ont  respectivement 
pour  valeurs 

N  sins  H-  N/coss  =  ^  ^r- — ^, 

Ri— /tangd 

Neosf  —  N/sins  =  ^  • 
II 

La  distance  d  du 'point  0'  à  la  première  de  ces  composantes 
ne  variera  pas  d'une  manière  appréciable  pendant  toute  la 
durée  du  dégagement  de  la  dent;  il  n'en  sera  pas  de  même 
des  distances  des  points  d'application  de  N  et  N/  à  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  0'  sur  au-dessus  de  laquelle  est 
situé  ce  point;  cette  distance,  quoique  toujours  très-petite, 
peut  varier  relativement  d'une  manière  appréciable,  suivant  les 
relations  des  positions  adoptées,  et  nous  y  substituerons  sa  va- 
leur moyenne  d'.  Les  forces  N  et  N/  donneront  donc  lieu, 
par  rapport  au  point  0',  à  un  moment  résistant  ou  qui  s'oppo- 
sera au  seul  déplacement  possible  de  la  bascule,  ayant  pour 
expression 

R  i-/tange 

.  d' 

ou  approximativement,  en  remarquant  que  h  ^  sont  de 
petites  fractions,  ' 

Si  Ton  fait  abstraction  du  terme  en  ^  qui  est  indépendant  de 
l'angle  e,  l'expression  ci-dessus  devient 

g;  (tange -+-/), 
et  son  rapport  à  ce  qu'il  serait  si  £  était  nui 


Ce  rapport  ayant  pour  valeur  3,23  dans  le  cas  usuel  de  e  =  1 2®, 
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/=o,i,  on  voit  l'influence  que  peul  avoir  une  faible  incli- 
naison de  douze  des  dents,  relativement  à  la  stabilité  de  Té- 
chappement. 

178.  Du  tracé  de  V échappement  et  des  relations  entre  ses 
éléments  linéaires  et  angulaires .  —  Supposons  {Jig.  212) 
que  l'on  se  donne  la  position  des  centres  0  et  0"  de  la  roue 


d'échappement  et  du  balancier,  dont  nous  prendrons  la  dis- 
tance pour  unité,  et  que  la  bascule  soit  au  repos  ;  on  détermine 
Texlrémiié  k  de  la  dent  qui  doit  frapper  le  second  doigt  du  ba- 
lancier par  rinierseciion  de  deux  droites  0  A-,  0''k  parlant  des 
points  0  et  0"  et  faisant  respectivement  avecO"0  les  angles 
donnés  a  et  ^.  La  naissance  h  de  la  même  dent  résultera  de  la 
rencontre  de  deux  droites.  Tune  faisant  avec  O'^k  l'an- 
gle y,  l'autre  kh  faisant  avec  Ok  l'angle  s. 
On  reconnaît  très-facilement  que  l'on  a 


Fîg.  21Î. 


G 


sinS 


0"A  = 


sin(a-i- 


sin(a      p  —  £  —  7)      sin  (a  -H  {5  —  e  —  7)  sin  (a  -H  (3  )' 


Pour  trouver  le  rayon  0  A  de  la  circonférence  intérieure  de  la 
roue,  il  suffit  de  résoudre  le  triangle  Okh,  dont  on  connaît 
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deux  côtés  0/r  et  M  et  l'angle  compris  s;  mais,  comme  cei 
angle  est  généralement  petit,  on  peut  prendre  tout  simple- 
ment 

Oh  =  Ok  —  Ahcoss. 

M.  Martens  suppose  douze  dents  à  la  roue;  il  s'arrange  de 
manière  que  les  dents  soient  symétriquement  situées  par  rap- 
port à  0"0  lors  du  repos,  et  l'on  a  par  suite  a  =  12®.  Il  prend 
en  outre  (3=5  —  26',  e  =  12®,  y  =  5»,  et  en  vertu  des  formules 
ci-dessus  on  trouve 

0/  =  0,7019,  0"/  =  0,3452,      =  0,0880,  0//  =  o,6i56. 

On  choisit  la  troisième  des  dents  qui  suit  la  dent  kh,  de  ma- 
nière qu'elle  s'appuie  sur  le  repos;  Tangle  formé  par  00"  avec 
le  rayon  mené  à  la  naissance  de  cette  dent  est  égal  à  60  de- 
grés. Le  repos  se  trouve  à  peu  près  à  égale  distance  du  pivot 
et  de  l'extrémité  libre  de  la  bascule.  T/étendue  du  repos  cor- 
respond à  un  angle  de  3  degrés,  ayant  son  sommet  au  point  0'. 

179.  Du  jeu  de  l'échappement  en  ayant  égard  à  l'élasticité 
de  la  lame  de  levée.  —  L'encastrement  de  la  lame  étant  très- 
voisin  de  l'axe  de  rotation  de  la  bascule,  on  peut,  sans  erreur 
appréciable  et  en  vue  de  simplifier  les  formules,  supposer 
qu'il  coïncide  avec  le  point  0';  d'ailleurs,  la  fibre  moyenne 
de  la  lame  à  l'état  naturel  peut  être  considérée  comme  se  con- 
fondant avec  la  direction  de  O'O''. 

Soient  (^g".  21 3) 

Fig.  2i3. 


60  le  point  d'appui  de  la  bascule  sur  la  lame  à  l'état  naturel; 

0'  bx  la  position  de  la  tangente  à  l'encastrement  lorsque  la 
bascule  tourne  d'un  petit  angle  xO'0"  =  Q  dont  nous  ne 
conserverons  que  la  première  puissance,  b  étant  la  nouvelle 
position  du  point  de  la  bascule  primitivement  en  609  qui 
en  est  la  projection  sur  0^; 


•♦I 


